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ELEMENTI DI MECCÀNICA 


PRELIMINARI 


Diciamo clic un corpo è in movimento quando da 
un luogo passa in un altro luogo. 

Le cagioni che producono, aumentano, diminui- 
scono, distruggono il moto ne’ corpi, si dicono forze. 

Quando molte forze operano su di un corpo contra- 
riandosi di tal maniera, clic non gl’ imprimono alcun 
movimento , si dice che tanto il corpo quanto le forze 
sono in equilibrio. 

La scienza che tratta dell'equilibrio e del moto dei 
corpi , ovvero degli effetti che producono le forze ri- 
spetto alla posizione de’ corpi nello spazio , si deno- 
mina Meccanica. 

Tutti i corpi si possono dividere in due grandi clas- 
si , cioè in solidi e lividi. I primi hanno una figura 
permanente , e le molecole o minime parti che li 
compongono sono cosi tenacemente strette fra loro , 
che si richiede un certo sforzo più o meno grande a 
separarle. Di tal fatta sono il legno, i metalli, le pie- 
tre, oc. I corpi fluidi non han propria figura, ma quel- 
la del recipiente nel quale si pongono, ed hanno 
le molecole cosi poco aderenti fra loro che si stac- 
cano quasi senz' alcuno sforzo. Di questa fatta sono 
T acqua, l'olio, lo spirito di vino, l’aria oc. La Mecca- 
nica può dunque primieramente dividersi in Mecca- 
nica de' solidi, che dicesi semplicemente Meccanica, 
ed in Meccanica de' fluidi che dicesi Idromeccanica. 
La Meccanica de'eolidi poi si suddivide in Statica e 
Dinamica , la prima dello quali si aggira intorno 
all' equilibrio, e l'altra intorno al moto de' solidi. Pa- 
rimenti l' Idromeccanica si distingue in Idrostatica 
ed Idrodinamica secondo che si occupa dell’cquili- 
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brio o del moto dei fluidi. Lo sviluppo di queste quat- 
tro parti della Meccanica forma l' oggetto della pre- 
sente opera, che divideremo in quattro libri. 

La determinazione completa di una forza risulta 
dalla conoscenza del suo punto di applicazione, della 
sua direzione, c della sua intensità. 

Lti direzione di una forza è la retta, lungo la quale 
si muove o tende a muoversi il suo punto di applica- 
zione. 

Lue forze si dicono eguali , se applicate ad uno 
stesso punto c traendo in direzioni opposte, si fanno 
equilibrio, Se due, tre , quattro , . . . forze eguali ap- 
plicate ad uno stesso punto e traenti secando laslessa 
retta sono equilibrate da una forza unica applicata al 
punto medesimo , e che opera in direzione opposta, 
quest’ultima forza si dice doppia, tripla, quadrupla... 
di una qualunque di esso. Sieguc da ciò, che se si 
stabilisce una certa lunghezza per rappresentare Pu- 
nito di forza, ogni altra forza può esser rappresen- 
tata nella sua intensità da una conveniente lunghezza 
tagliata sulla sua direzione. 

Una forza qualunque può considerarsi come la som- 
ma di più forze traenti nella stessa sua direzione ed 
applicate allo stesso punto, al quale essa è appli- 
cata. 

Quando una forza unica può fare equilibrio ad 
un numero qualunque di forze P, , P, . . . P, appli- 
cale ad un medesimo punto , si può a tutte cotc- 
ste forze sostituire una sola forza R eguale e contra- 
ria alla prima. La forza II dicesi la risultante delle 
forze P, , P, i • • . P„, e queste forze si dicono le sue 
compotienl ». 

Possiamo rispetto alle forzo, che agiscono secondo 
una stessa retta, ritenere presso a poco come evidenti 
le proposizioni che sieguono — 1* la risultante di due 
forze, che applicate ad uno stesso punto traggono 
nello stesso verso , eguaglia la somma di queste due 
■ componenti, ed agisco nella stessa loro direzione — 
2“ la risultante di un numero qualunque di forze tra- 
enti in un verso medesimo ed applicate ad uno stesso 
punto, trae nella direzione delle componenti ed cgua- 
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glia la loro somma — 3“ la risultante di due forze ap- 
plicate allo stesso punto ed agenti in versi opposti, 
eguaglia la loro differenza, ed agisce nella direzione 
della forza maggiore — 4* la risultante di un sistema 
di forze applicate ad uno stesso punto, e che traggo- 
no secondo una stessa retta, ma alcune in un verso, 
e le altro nel verso diametralmente opposto , egua- 
glia la differenza tra la somma delle prime e la som- 
ma delle altre , e trae nel verso delle forze la cui 
somma è maggiore. 

Una forza qualunque, senza che se ne alteri l'azio- 
ne, può trasportarsi parallelamente a se stessa da un 
punto ad un altro punto qualunque della sua direzio- 
ne , se questo punto è invariabilmente connesso col 
primo. Sia (fig. 1*) AB una retta inflessibile , e P una 
forza applicala in A e diretta secondo il prolunga- 
mento di AB: ò chiaro che se in B si applicano due 
altre forze P' , P" eguali e contrarie fra loro , eguali 
alla P, e dirette anche secondo AB, l’azione di P non 
viene olfatto ad alterarsi. Or trovandosi ai due eslre- 
mi della retta AB applicate le due forze eguali P,P', 
e traendo in direzioni opposte, è mestieri che esse 
si facciano equilibrio; onde non rimane che la sola 
forza P", che è la stessa AB trasportata da A in B pa- 
rallelamente a se stessa. Ma se il punto di applica- 
zione delle due forze eguali e contrarie P', P" fosse 
posto fuori della retta AB, p. es. in C, la forza Pnon 
potendo risultare opposta ad alcuna di esse , non le 
farebbe equilibrio. In questo caso il sistema delle tre 
forze P, P', P" non sarebbe riducibile ad una sola 
forza applicata in C, ovvero la forza P non potrebbe 
trasportarsi in questo punto. 

Allorché due forze P, Q ( fig. 2*) sono applicale ad 
un medesimo punto A c traggono in direzioni diverse 
p. es. la prima secondo AP o l’altra secondo AQ , la 
loro risultante R dovrò necessariamente trovarsi nel 
piano PAQ , che dicesi piano delle componenti , ed 
agire secondo una certa direzione All compresa den- 
tro l’angolo PAQ. Perciocché è chiaro primieramente 
non esservi ragione , per cui la risultante R debba 
trovarsi piuttosto al di sopra clic al di sotto del piano 
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PAQ, e però è mestieri che sia compresa in, siffatto 
piano. Inoltre se la sola forza P agisse sul punto A, 
il moto di questo punto si farebbe secondo AP; onde 
se P, Q agiscono nello stesso tempo, l’azione di que- 
sta seconda forza fa deviare il moto del punto dalla 
direzione AP per avvicinarlo alla direzione, secondo 
la quale essa agisce. Lo stesso effetto produce l'azio- 
ne di P considerata come modificatrice dall'azione 
di Q. Quindi il punto A non potrà muoversi che se- 
condo una retta AH compresa dentro l'angolo PAQ, 
e questa retta è perciò la direzione della risultante 
forze proposte 

Quando P=Q , la direzione AR della risultante di 
queste forze divide per metà l'angolo PAQ, non es- 
sendovi ragione per ammettere che AR debba essere 
più vicina ad AP che ad AQ. 

Risulta da questo teorema e dalle cose dette più 
innanzi che se due forze eguali AP, AQ (fig. 3*) con- 
corrono ad angolo qualunque in A , e si compie il 
rombo APDQ, il sistema delle forze proposte è equi- 
valente al sistema delle forze QD, PI) applicate rispet- 
tivamente in Q , P, purché i quattro punti A, P, Q, D 
siano invariabilmente connessi fra loro. Di fatti es- 
sendo la diagonale AD la bisettrice dell’angolo PAQ, 
e quindi la direzione della risultante delle forze pro- 
poste , questa risultante può trasportarsi da A in D 
parallelamente a se stessa , e quindi venir sosti- 
tuita dalle primitive componenti, che in tal caso sono 
le duo forze D p , Dq rispettivamente parallele ed 
eguali ad AP, AQ. Trasportando poi Dj> in Q, e Dq 
in P parallelamente a se stesse, le forze AP , AQ ven- 
gono sostituite da QD,PD, e risultano ad esse equi- 
valenti. 

La protezione di una forza su di una data retta è 
il segmento di questa retta compreso fra le due per- 
pendicolari che dall'estremità della forza si son con- 
dotte su di essa. E questa proiezione eguaglia il pro- 
dotto della forza pel coseno dell' angolo che essa 
comprende con la retta data , siccome risulta da una 
conosciuta proprietà dei triangoli rettilinei rettan- 
goli. 
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LIBRO PRIMO 


STATICA 


CAPITOLO PRIMO 

Composizione , decomposizione ed equilibrio 
delle forze concorrenti in uno stesso punto. 

Prop. ì. Se le forze AP,AQ concorrenti in A ad 
angolo qualunque ( fig. 4’ ) sono commensurabili , 
costruito su di esse il parallelogrammo APDQ, e con- 
dotta la diagonale AD, sarà questa retta la direzio- 
ne della loro risultante. 

Supponiamo che il rapporto di AP ad AQ sia quello 
di 2 a 3. Divisa la AP nelle due parti eguali A p ,pP, 
e la AQ nelle tre parti eguali A q,qq' ,q'Q, sarà cia- 
scuna parte della AP eguale a ciascuna parte della 
AQ ; onde se pe’ punti p,q,q' si conducono le pa- 
rallele ad AQ, AP , il proposto parallelogrammo ver- 
rà diviso in rombi eguali. Or poiché sulle forze egua- 
li A p, Aq si 6 costruito il rombo A psq, queste due 
forze possono essere sostituite da q$,ps. Similmen- 
te essendosi sulle forze qs , qq' costruito il rombo 
qstq', queste due forze possono esser sostituite da 
q't , si-, e per conseguenza le tre forzo Aq , qq' , A p 
equivalenti alle due Aq', A p, possono esser sostitui- 
te dalle tre forze ps, si, q't equivalenti alle due forze 
pi, q't. Ragionando nello stesso modo troveremo che 
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le quattro forze Aq, gq', g'Q, Ap equivalenti alle due 
AQ, Ap possono esser sostituite dalle quattro forze ps, 
si, III, Qu, ovvero dalle due equivalenti forze pii, Qu. 
Per la stessa ragione le due forze pu,pV possono es- 
sere sostituite dalle due forze l’D, «D; e quindi si 
deduce che le due forze AP, AQ possono esser so- 
stituite daQD, PI). Vale lo stesso ragionamento se 
il rapporto di AP ad AQ è quello di due altri nu- 
meri interi. Ora se le forze QI), PD possono traspor- 
tarsi parallelamente a se stesse nel punto D, nel qua- 
le si tagliano le loro direzioni, lo stesso può farsi 
delle forze AP , AQ , che ad esse sono equivalenti , 
come anche della costoro risultante. Quindi AD è la 
direzione di questa forza. 

Pro}). II. Se le due forze AP , AQ ( fig. 5*) non 
sono commensurabili , costruendo il parallelogram- 
mo APDQ, e tirando la diagonale AD, questa retta sa- 
rà pure la direzione della loro risultante. 

supponiamo che ciò non accada , ma che la risul- 
tante delle forze proposto sia compresa nell' angolo 
QAD, ed abbia la direzione di AD'. Si tiri la D'd pa- 
rallela al lato QA; e fra i punti d , P preso un punto 
n per modo che An sia commensurabile con AQ, e 
compiuto il parallelogrammo AnmQ, la sua diagona- 
le Ani rappresenterà la direzione della risultante 
delle due forze An, AQ. Si trasporti adesso in A la 
forza nP residua della AP , ed è chiaro che per otte- 
nere la risultante delle due forze proposte bisognerà 
cercare la risultante di Ap c di un’ altra forza diret- 
ta secondo Am. Ma la direzione di questa risultante 
devo cadere necessariamente dentro l’angolo mAp ; 
onde non potrà mai coincidere colla supposta dire- 
zione AD'. Cosi pure dimostrasi che la direzione di 
questa risultante non può cadere dentro 1’ angolo 
DAP, e che per conseguenza non può essere alcu- 
na retta diversa da AD. 

Corollario. Dunque se si hanno due forze qualun- 
que concorrenti ad angolo , la diagonale del paralle- 
logrammo costruito su queste forze e condotta pel 
loro punto di concorso sarà sempre la direzione della 
risultante. 
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Prop. III. La intensità della risultante di due forze 
concorrenti ad angolo eguaglia la diagonale del pa- 
rallelogrammo costruito su due rette, che rappresen- 
tano le intensità e le direzioni di queste stesse forze. 

Essendo AD , ovvero la diagonale del parallelo- 
grammo APDQ (lìg. 6') la direzione della risultante 
di AP, AQ , la forza capace di equilibrare queste 
due componenti avrà la direzione AC opposta ad AD. 
Supponiamo che la intensità di questa forza sia rap- 
presentata dalla parte AD' della retta AC; è chiaro 
che essendo in equilibrio lo tre forze AP, AQ, AD', 
ciascuna di esse sarà eguale ed opposta alla risultan- 
te delle altre due. Dunque se la AQ si prolunga in 
Q' per modo che AQ'=AQ, sarà AQ' la risultante di 
AP , AD'. Inoltre se si compie il parallelogrammo 
PAD'R', la diagonale AR' deve avere la stessa dire- 
zione di AQ'. Ora i due triangoli QAD, AI)'R' sono 
eguali fra loro, poiché QD=AI'=I)'R' come lati op- 
posti di parallelogrammi , e gli angoli ADQ.DQA so- 
no rispettivamente eguali agli angoli AD'lt'.D'R'A , 
per la medesima ragione. Dunque AQ'=AR', cioè 
la risultante delle forze AP,AD' nella intensità 
e direzione 6 rappresentata dalla diagonale AR' del 
parallelogrammo PAD'R' ; e conseguentemente an- 
che la risultante delle due forze AP, AQ nella inten- 
sità e direzione deve esser rappresentata dalla dia- 
gonale AD del parallelogrammo APDQ. 

Corollario. Poniamo AP=P, AQ=Q, AD=R. Nel 
triangolo APD i lati AP, PD, AD rappresentano le 
tre forze P, Q, R, ed i seni degli angoli DAP, ADP, 
APD sono gli stessi che i seni gli angoli DAP, DAQ 
PAQ. Rappresentando questi angoli per (PR), (QR), 
(PQ), risulta 

(1) — P -=— Q -. = R -, 

' ' sen(QR) sen(PR) sen(PQ) 

Inoltre dallo stesso triangolo si deduce 

(2) R*= P*-t- Q*+2PQ cos(PQ). 

Queste formolo determinano tre qualunque de’ sei 

2 


Digitized by Google 



— 10 — 

elementi P, Q, R, (OH), (PR), (PQ), quando sono dati 
gli altri tre. 

Prop. ! V. Duo qualunque delle Ire forze P, Q, R 
stanno fra loro nella ragione inversa delle perpendi- 
colari condotto sulle loro direzioni da un punto qua- 
lunque della lerza. 

Dal punto II preso ad arbitrio sulla risultante delle 
forze P, Q (fig. G*) si menino le perpendicolari II f, 
H3 sulle loro direzioni. Poiché dai triangoli rettan- 
goli HA/ - , HA<7 ricavasi 

H/= AH sen (RP) , 113 = AH sen(RQ) , 

si ha manifestamente 

H/_sen(RP)_Q 
IÌ3 sen(RQ) ~ R 

Prop. V. Data la forza AD , decomporla in due al- 
tre forze convergenti nel suo punto di applicazioni* A, 
e parallele a due rette date comprese con essa in un 
medesimo piano. 

Intorno alla forza data AD si formi il parallelo- 
grammo APDQ, che abbia i lati paralleli alle date di- 
rezioni: i due lati AP, AP saranno le forze richieste. 
In fatti i valori delle tre forze AP, AP, AD, e le loro 
reciproche inclinazioni soddisfanno adequazioni (1) 
e (2). 

Prop. VI. La risultante di Ire forze P, Q, R appli- 
cale al punto A (fig. 7") e dirette comunque nello 
spazio è rappresentala nella intensità e nella direzio- 
ne dalla diagonale del parallelepipedo costruito su i 
Ire lati P, Q, R che passa per A. 

Nel parallelepipedo AS costruito sulle rette AP, 
AQ, AR, che rappresentano le date forze, si tiri la 
diagonale AS , e si suppongano congiunte le rette 
AB, RS. Essendo AB la diagonale del parallelogram- 
mo costruito sulle forze P, 0, questa retta rappre- 
senterà la risultante di tali forze; onde tanto sarà 
cercare la risultante delle tre forze P, Q, R, quanto 
la risultante delle due forze AB, R. Or la risultante 
di queste due ultime forze è AS diagonale del paral- 
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lelogrammo ABSR, o questa iella è nello stesso tem- 
po la diagonale del parallelepipedo condotta per A; 
onde è vero il proposto teorema. 

Corollario I. Quando le forze P, Q, R si tagliano a 
due a due in A ad angoli retti, denominando S la loro 
risultante, e rappresentando con (PS), (QS), (BS) i 
tre angoli che la direzione di S forma con le dire- 
zioni di P, Q, R, si ha 

| S*=P* + Q*+R*, 

| cos(PS)= 5 ; cos(QS)=?; cos(RS)=B. 

\ b b b 

Di qui risulta evidentemente 

COS'tPSJ + cos'tQSJ-t-COS^RSJrrai , 

relazione conosciuta, la quale sempre si verifica fra 
gli angoli, che una retta fa con tre assi rettangolari 
nello spazio. 

Corollario II. Reciprocamente se una data forza S 
si scompone in tre altre forze secóndo tre direzioni, 
che concorrono ad angoli retti nel suo punto di ap- 
plicazione e non son comprese nello stesso piano, le 
tre componenti richieste che continuiamo a dinotare 
per P,Q,R , souo date dallo (3). Dalle quali risulta 
che questo componenti sono le proiezioni di S sulle 
tre direzioni date. 

Prop.VII. Trovare la risultante di un numero qua- 
lunque di forze P, , P. , P, dirette comunque 

nello spazio e convergenti in un medesimo punto A 

(fig.8‘). 

Supponiamo che le forze datq siano quattro P„ P,, 
P,, P 4 . I.a risultante di P, , P, è evidentemente la 
diagonale AQ del parallelogrammo costruito sulle 
rette AP, AP' che rappresentano coleste forze. Si- 
milmente la risultante delle tre forze P,, P, , P 5 
equivalenti ad AQ, AP" è la diagonale AQ' del pa- 
rallelogrammo costruito su i lati AQ , AP". Da ul- 
timo costruendo su AQ', AP'" il parallelogrammo , 
e tirando la diagonale AQ", si avrà la risultante delle 
forze P t , P,, P t , P 4 , le quali sono equivalenti ad 


Digitized by Google 



— 12 — 


AQ', AP". Ora se si avverte che APQQ'Q" è un poli- 
gono aperto, i cui iati sono rispettivamente paralleli 
alle date forze, e che la cercata risultante è il lato 
AQ" che chiude lo stesso poligono, si deduce la se- 
guente regola per risolvere il proposto problema. — 
Allorché è dato un numero qualunque di forze con- 
vergenti in un punto solo e dirette comunque nello 
spazio, e se ne vuole determinare la risultante, basta 
costruire un poligono per modo che uno de’ suoi lati 
sia una qualunque delle date forze, e gli altri lati 
siano rispettivamente paralleli ed eguali alle forze 
rimanenti, e poi congiungere il punto comune di ap- 
plicazione di tutte le forze col punto estremo dell'ul- 
timo lato di questo poligono mediante una retta : 
questa retta rappresenterà nella intensità e direzio- 
ne la richiesta, risultante. 

Corollario I. Se le date forze sono in uno stesso 
pianola loro risultante si trova nel piano medesimo. 

Corollario II. Se il poligono , di cui è discorso, ri- 
sulta chiuso, la risultante è nulla, e le date forze 
P, , P, , P,,.... si fanno equilibrio intorno al punto A. 

Corollario III. Tre forzo concorrenti in un mede- 
simo punto non possono farsi equilibrio se sono in 
piani diversi, qualunque siano le loro intensità e di- 
rezioni. Siano AP, AQ, AR (fìg. 7*) tre forze conver- 
genti in A, e non poste nello stesso piano. Se pel 
punto P si conduce la PB eguale e parallela ad AQ, 
è evidente che per rendere chiusa la figura bisogna 
congiungere la AB. Or questa retta è nel piano APQ; 
onde non può riuscire parallela ad AR, come dovreb- 
be essere se le forze fossero in equilibrio. 

Prop. Vili. Trovare l'equazioni che determinano 
l’intensità e la direzione della risultante di un siste- 
ma di forze P,, F, , P SI ... applicate ad un medesimo 
punto A. 

Rappresentino fi,, P, , p, y,,r« . V, ; 

le inclinazioni delle proposte forze su tre assi ret- 
tangolari AX, AY, AZ condotti pel punto A ; R la 
risultante richiesta ; a , b , c gli angoli che la sua 
direzione forma coi tre assi suddetti. Se il siste- 
ma delle forze P„, P, , P si proietta sull'asse 
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AX, le corrispondenti proiezioni, saranno P, cosa,, 
P, cosa,, P, cosa,,... e si comporranno in una sola 
forza equivalente alla loro somma algebrica. E pe- 
rò dinotandola con X avremo 


X=P,cos a I +P,cosaS+...=SP cosa. 

Similmente dinotando con Y. Z le somme algebriche 
delle proiezioni delle forze proposte sugli assi AY,AZ, 
otterremo 


Y=P, cos£,-i-P, cos ,3,-4-. .. = 2Pcos0 , 

Z = P,cosy,-|-P,cosy,-|- ...=2Pcosy . 

Cosi alle forze proposte potremo sostituire tre altre 
perpendicolari fra loro e concorrenti in A. Dunque 
in seguito della prop. VI avremo 


( 5 ) 


R*=X*-t-Y*-4-Z* 

X , Y Z 

cosa=— ; cos6 = — ; cosc= — • 

11 Il II 


Sostituendo perX, Y, Z i loro valori otterremo l’e- 
quazioni che risolvono il proposto problema. 

Corollario. L’intensità della risultante non dipen- 
de dalla scelta degli assi AX, AY, AZ, ovvero dagli 
angoli a„ j3, , y, ; a,, p,, y,;... che le forze proposto 
formano con essi. Di fatti osservando che 


cos*a,-+- cos*3,-|- cos*y,=l 

cos*«, -f- cos'jjj-j- cos*y,= 1 


se si formano i quadrati de' valori di X, Y, Z, e si 
sostituiscono nella prima dell' equazioni (5) risulta 

R 1 , =P.*+P/+... 

-+-2P.P, (cosa, cosa,-)- cos/3, cosp,-f-cosy,cosy 

Ma se poniamo =(P,P,) l’angolo formato dallo di- 
rezioni delle forze P, , P, , si ha, com'è noto, 
cos (P,P,) = cosa, cosa,-j-coS|3,cos/5,4- cosy, cosy,. 
Laonde si otterrà 

lf=P 1 *- t -P,*+... 4 - 2P,P, cos (P,P.) + . . . , 
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la qual' equazione porge la grandezza della risultante 
indipendentemente dagli angoli 9,, 

Prop. Vili. Se la risultante di più forze concor- 
renti in un punto libero è nulla, il punto è in equi- 
librio. 

Poiché se il punto A potesse muoversi, ciò avver- 
rebbe anche quanto si sostituisse la risultante alle 
proposte forze. Ma nella presente ipotesi questa ri- 
sultante — 0. Dunque il punto A non può concepire 
alcun movimento. 

Corollario I . Quando X, Y, Z sono le proiezioni della 
risultante 11 delle forze proposte su tre assi rettanuo- 
lari : si ha 

It=|/X*-+- V*-t-Z*, 

come testé si è dimostralo. Ma per l'equilibrio del 
punto A richiedasi che sia Il^vO, onde dovendo sva- 
nire eziandio il radicale, avremo X=0 , Y==0, Z=0, 
ovvero 

SD cos«=:0 , SPcos|S = 0, SPcosy =0 

per le condizioni di equilibrio del punto libero. 

Corollario II. Se il punto A è appoggiato ad un ful- 
cro , o ne pende per mezzo di un filo inestensibi- 
le, basterà pel suo equilibrio che la risultante delle 
date forze nel primo caso lo prema contro il fulcro , 
e nell'altro che lo tragga nella direzione del filo e 
tenda a discostarlo dal fulcro stesso. 

Prop. IX. Se il punto A trovasi sopra una superfi- 
cie resistente, basterà pel suo equilibrio che la ri- 
sultante delle forze riesca perpendicolare alla stessa 
superficie, e spinga contro di essa il punto A. 

Supponiamo in fatti che il punto A si trovi sulla 
superficie resistente MAN ( fig. 9“) ; e sia QQ' la nor- 
male a questa superficie condotta per A; Alt la risul- 
tante delle forze applicate in A; e TT' l'intersezione 
del piano tangente la superfìcie in questo punto col 
piano RAQ. Se dal punto 11 si menano sulle rette AQ, 
AT' le perpendicolari RU, RV, é chiaro che la pri- 
ma di queste componenti è distrutta dalla resisten- 
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za della superfìcie, se Alt spinge A contro la super- 
ficie stessa. Se dunque si vuole che il punto A sia in 
equilibrio, è mestieri che la seconda componente AV 
sia nulla da se stessa, il che avviene quando la dire- 
zione di AR coincide con quella della normale QQ'. 

Corollario. Se nel punto A e nella direzione del- 
la normale supponiamo applicate due forze eguali 
e contrarie, ed eguali alla resistenza della superficie, 
una di queste forze sarà elisa dalla resistenza mede- 
sima; e per l’equilibrio di A richiedesi che l’altra 
forza sia distrutta da R. Denominando N l’intensità 
di siffatta forza troveremo N= R , onde la pressione 
che soffre la superfìcie eguaglia la risultante delle 
forze che tengono equilibrato il punto A su di essa. 

Prop. X. Trovare le condizioni di equilibrio di un 
punto posto su di una curva storta. 

Poiché ogni curva storta può considerarsi come 
l’intersezione di due superfìcie curve, no viene per 
conseguenza che per l'equilibrio di un punto A posto 
su di una curva storta resistente debba la direzione 
della risultante delle forze ad esso applicate essere 
nello stesso tempo perpendicolare alle due superfì- 
cie, ovvero perpendicolare alla tangente menata alla 
curva in A, che è l’ intersezione dei due piani tan- 
genti le date superfìcie nel detto punto. A questa 
condizione soddisfanno tutte le rette convergenti in 
A e comprese nel piano normale alla curva condotto 
per questo punto. Dunque affinchè un punto posto 
su di una curva storta resistente sia in equilibrio è 
mestieri; — d° che la risultante delle forze lo pre- 
ma contro la curva; — 2° che la sua direzione sia 
compresa nel piano normale della curva condotto per 
lo stesso punto. 

Corollario. Siccome ogni curva piana può conside- 
rarsi come l'intersezione di una superficie curva e 
del piano QAR; cosi, se il punto A fosse collocato su 
di una curva piana resistente, basterebbe pel suo 
equilibrio che la risultante delle forze ad esso appli- 
cate fosse nel piano e normale alla curva. 
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CAPITOLO 11. 

Composizione , decomposizione ed eqnilibrio 
delle forze parallele. 

Prop. 1. I.a risultante di duo forzo parallelo P, Q 
(fig. 10*), che sono applicale ai due punti A , B inva- 
riabilmente connessi, e traggono nello stesso verso, 
è parallela alla direzione di queste forze, trae nello 
stesso loro verso, eguaglia la loro somma, e divide 
la retta AB in parti reciprocamente proporzionali 
alle stesse forze. 

Si applichino ai punti A, B due forze eguali ed op- 
poste M, N e dirette secondo AB prolungata : siccome 
l' effetto di queste due forze è nullo, cosi la risultan- 
te delle proposte forze P, Q sarà identica con la ri- 
sultante delle quattro forze P, 0, M, N. La risultante 
delle due forze, I 1 , M è la diagonale AS del paralle- 
logrammo PAMS costruito su queste forze; e la ri- 
sultante delle altre due forze Q, N è la diagonale BT 
del parallelogrammo QBNT. Si prolunghino le due 
rette AB, BT, e sia D i! loro punto di convergenza; e 
trasportate in D le forze AS, BT secondo le proprie 
direzioni, siano rappresentate da DS\ DT'. Or se in- 
torno a queste due diagonali si costruiscono i paral- 
lelogrammi P'DM'S', Q'DNT' colla condizione che ab- 
biano i lati paralleli ad AB ed alla direzione delle 
forze P, Q, troverassi DM'=M, DP'=P, DN' = N, 
DQ'=Q. Dunque essendo uguali e contrarie le due 
forze DM', DN', la risultante di P, Q si riduce alla ri- 
sultante di DP', DQ'; cioè siccome queste forze trag- 
gono secondo la stessa retta e nelle stesso verso, de- 
nominando B la cercata risultante, si avrà 

W R=P+Q. 

Il punto di applicazione di B sulla AB, che si deno- 
mina centro delle forze parallele P, Q, sarà evidente- 
mente C. Finalmente dai triangoli simili ADC, APS, 
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DCB, BPT si ottiene 

DG P DC Q 

AC M ’ CD — N ’ 

e per conseguenza 

(2) JL-J9. 

' ' CB AC ’ 

essendo M = N. 

Corollario I. Dall' equazione (2) si deduce 

(3, _L__ Q-JL 

11 CB — AC — AB ’ 

essendo R = P+Q, AB = AC-f-CB. Dunque ciascu- 
na forza P, Q, R è direttamente proporzionale alla 
distanza delle altre due. 

Corollario II. Per risolvere la forza R applicata in 
C in due altre parallele e dirette nello stesso senso , 
ed una delle quali sia P ed abbia per punto di appli- 
cazione A, basterà fare la differenza R — P e si ot- 
terrà il valore dell' altra componente. Di poi prolun- 
gando la AC in B per modo che abbiasi 

CB : AC=P : R — P 

si avrà il suo punto di applicazione. 

Prop. II. Se sono date le due forze parallele P, Q 
(fig.il*) traenti in direzioni opposte, e la forza 
maggiore è P, la risultante R sarà eguale alla loro 
differenza e ad esse parallela, trarrà nello stesso verso 
di P, e taglierà la AB prolungata in un certo punto 
C per modo, che ciascuna delle tre forze P, Q, R ri- 
sulterà proporzionale direttamente alla distanza delle 
altre due. 

La forza P si scomponga nelle altre due forze paral- 
lele Q', R traenti nello stesso suo verso, e la prima 
sia eguale e contraria a Q: è chiaro che resterà la 
sola Il = P — Q, e questa sarà la risultante cercata. 
Inoltre le tre forze P, Q', R debbono soddisfare alla 
condizione (3); e però essendo Q'=Q, verrà 

R_ 

BC AG AB 

3 
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Corollario. Se le due forze P, Q sono eguali, risul- 
ta B = 0, ed il loro centro C va a distanza infinita. 
Di fatti si ha in questa ipotesi 


BC 


P.AB 

0 


x 


AC 


Q.BC 

0 


oo • 


Siccome questo risultato indica una impossibilità, si 
deve concludere clic per due forze, eguali, parallele, 
e traenti in opposte direzioni non vi ha risultante. 

Prop. III. Siano i punti A, B, C,... disposti comun- 
que nello spazio ed invariabilmente connessi fra lo- 
ro: supponendo a questi punti applicale le forze pa- 
rallele P,, P„ P,,.. tutte traenti nello stesso verso, 
la loro risultante sarà eguale alla loro somma, risul- 
terà ad esse parallela, e trarrà nello stesso loro verse. 

Componendo le due forze P,, P,, la loro risultante 
sarà P, +P,, e riuscirà ad esse parallela e diretta 
nello stesso lor verso. Similmente componendo le 
due forze Pj-r-P, e P,, si avrà per loro risultante 
r.+ P.-t-P,, £ he soddisfa alle stesse condizioni, e 
cosi di seguito. E qui giova avvertire che qualunque 
ordine si siegue nella composizione delle date forze, 
si ha sempre lo stesso risultato. 

Corollario I. Se il sistema delle forze P t ,P,, P,... 
si compone di due gruppi aventi direzioni opposte, la 
risultante di ciascun gruppo eguaglia la somma delle 
forze che lo compongono. Componendo queste due 
risultanti parziali , si ottiene una risultante unica 
eguale alla somma delle forze del gruppo maggiore 
diminuita della somma delle forze del gruppo mino- 
re. E questa risultante unica è parallela al dato siste- 
ma di forze, c trae nel verso del gruppo predomi- 
nante. 

Corollario II. Dunque la risultante di un qualun- 
que sistema di forze parallele eguaglia la somma al- 
gebrica di tali forze. 

Prop. IV. Determinare il centro di un dato siste- 
ma di forze parallele, ovvero il punto di applicazione 
della loro risultante. 

Siano P„, P„ P s , ... (lìg. 12*) le date forze paral- 
lele, ed A, B, C,... i loro punti di applicazione. Divi- 
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sa la AH in f per modo che P, : P a =fB : f\ , avremo 
in f il punto di applicazione della loro risultante 
P. + P,. Congiunta la fC, si divida in g per modo che 
P,-(-P, : l'^—Cg : gf, o sarà g il punto di applicazio- 
ne di P, -f-P.-f-P, ovvero della risultante delle tre 
forze P, , P, , Pj. Continuando questa operazione si 
avrà il centro del proposto sistema di forzo parallele. 

Corollario I. Se i punti A, B, C,... sono in uno 
stesso piano, anche il centro delle forze proposte sa- 
rà in questo piano. 

Corollario II. Se intorno ai punti A , B , C , . . . si 
fanno girare le date forze per modo che restino sem- 
pre parallele e colle intensità primitive, nè la loro 
risultante cangia di valore, nè varia la posizione del 
loro centro. 

Prop. V. Trovare la distanza del centro di usuato 
sistema di forze parallele da un piano in funzione 
delle loro intensità e delle distanze dei loro punti di 
applicazione dal piano medesimo. 

Sia ( fig. 13*) MN il dato piano ; AA', BB\ CC' .... 
le perpendicolari condotte sudi esso dai punti A,B,C,.. 
dove supporremo applicate le forze parallele'P, , P, , 
P„... Poniamo per brevità AA'=z,,BB'=s a , CC'=z,; 
e congiunta la AB, e divisa in f per modo che 


P i : P» == Bf : kf , 

dal punto f si meni la ff perpendicolare al dato pia- 
no MN. Ora si sa che quando da tre punti A, f, B po- 
sti in linea retta si conducono le perpendicolari 
AA',//',BB' su di un’altra retta À'B', si ha 

AA'.B/’-f-BB'.A/' 

" Af+bf 

Laonde ponendo mente alla precedente proporzione 
sarà 

fp P»~' P« r « 

" P, + P, 


Similmente congiunta la fC, e divisa in g per modo 
che abbiasi 


P I + r,:P J = 3C :9 /', 


Digitized by Google 



— 20 — 


si tiri gg' perpendicolare ad MN, e sarà 


il(l 


, fT.Cg+CV.fy 
fo-t-Cg 


equazione che pel trovalo valoro di ff e per la pre- 
cedente proporzione diventa 


00' 


Pi z < + P» g «-*-P»*» 

P.+P.+P, 


Seguitando a ragionare nello stesso modo troveremo 
che , rappresentando con z a la distanza del centro 
delle proposte forzo da MN, sarà 

. __ P,z,-l-P,z,-l-..--|-P M z, 

# P. + P.+...+P. : 

Corollario/. Per un punto preso ad arbitrio nel pia- 
no MN si conducano due altri piani ad esso perpen- 
dicolari, e siano y, y~ ; a - , , a-,, ... , x n le di- 
stanze dei punti A,li,C,... dai suddetti piani: po- 
nendo clic y 0 , x 0 rappresentino le distanze del cen- 
tro delle forze parallele dai medesimi piani, avremo 

P.y. + P.i/i +• • ■-+- p„v« 

JaJ= P,-1-P,-+-...P K 

r.+p.-K.-t-p. 

Ora le rette, secondo le quali si tagliano a due a duo 
questi tre piani, formano una terna di assi rettango- 
lari, e propriamente quelli su i quali si computano le 
coordinate x, y, i; onde le formolo precedenti deter- 
minano la posizione del centro delle date forze pa- 
rallele rispetto a questi Ire assi. 

Corollario II. Supponendo che R sia la risultante 
delle date forze parallele, ed osservando che R=5P, 
potremo scrivere più compcndiatamcnte le tre for- 
inole precedenti come siegue 


(1) R* 0 =3ìPx, Ry 0 =2Py , IU 0 =5Pi. 
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Quesl'equazioni confermano che la posizione del cen- 
tro di un sistema di forze parallelo è indipendente 
dalla direzione delle stesse forze. E siccome il pro- 
dotto di una forza per la distanza del suo punto di ap- 
plicazione da un piano dicesi il momento di essa forza 
rispetto al piano; cosi le stesse equazioni dimostrano 
che in ogni sistema di forze parallele il momento 
della risultante rispetto ad un dato piano eguaglia 
la somma dei momenti delle componenti. Si com- 
prende che quando le forze sono contenute in un sol 
piano, facendo coincidere con questo piano uno dei 
piani coordinati, una della (1) diventa 0 = 0, e pro- 
priamente quella che contiene le distanze dal piano 
suddetto. 

Scolio. Se uno dei piani delle coordinate si dispone 
per modo che riesca perpendicolare alla direzione 
delle forze, per determinare la retta, secondo la 
quale agisce ciascuna di esse, basta conoscere le 
sue distanze dagli altri due piani. Quindi se si sup- 
pone il piano (x,y) perpendicolare alla direzione 
delle forze, la terza dell' equazioni (i) è inutile, e la 
risultante è completamente determinata dall’ equa- 
zioni 

(2) R = zP, Rx 0 =ZPx, R>/ 0 =lPi/ 

Se poi le forzo son comprese in un sol piano, facendo- 
le girare intorno ai loro punti di applicazione sino a 
che diventano parallele all'asse delle y , l'ultima 
delle (2) è inutile. Di fatti tutte le forze possono tra- 
sportarsi parallelamente a se stesse ed applicarsi uL- 
l’asse delle x. 

J’rop. VI. Trovare le condizioni dell'equilibrio di 
un sistema di forze parallele. 

Quando un sistema di forze parallele è in equili- 
brio, la loro risultante deve esser nulla, altrimenti 
il suo punto di applicazione dovrebbe concepire un 
movimento parallelo alla loro direzione. Dunque in 
tal caso si ha U=0, e conseguentemente una delle 
forze risulta eguale e contraria alla somma di tutte 
le altre ; per modo che se R/ ò la risultante delle for- 
ze P., . . . P„ , si ha It'= — P,. Supponendo che il 
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piano (x, y) sia perpendicolare alla direzione delle 
forze, ed osservando che le coordinale di IV sono 
quelle stesse di P, avremo ancora l' equazioni 

R'x, = P,x,+ . . . + P„x„ 

K'»/.=P.y.+ • • • +P»y«- 

Or sostituiscasi per R' il suo valore, o ponendo mente 
alle notazioui'precedenti, quest’ equazioni diventano 
iPx— 0, lPt/ = 0. Dunque l'cquazioni richieste sono 

2P=0 , zPx=0 , iPy = 0. 

Corollario. Se le forze sono comprese in un sol 
piano, c l'asse delle y si traccia parallelo alla loro 
direzione, per l' equilibrio richiedesi che sia 

SP=0 , 2Px=0. 


CAPITOLO 111. 

Teoria delle coppie , e composizione 
de' loro momenti. 

Abbiamo veduto nel capitolo II. che due forze pa- 
rallele eguali e contrarie applicate a due punti in- 
variabilmente connessi fra loro non hanno risultan- 
te. Ad un tale sistema di forze il Poinsot ha dato il 
nome di coppia. 

Sia AB (fig. li*) una retta d'invariabile lunghezza; 
AP , I1Q la coppia applicata ai suoi punti estremi 
A, B. Dividasi la AB per metà in C, e per questo 
punto si meni la NM perpendicolare alla direzione 
delle forze: diremo il punto C centro, la NM braccio 
di leva, ed il prodotto AP.MN momento della coppia 
proposta. Quindi il momento di una coppia può rap- 
presentarsi per l'area di un rettangolo, che ha per 
base una delle forze e per altezza il suo braccio di 
leva. 

Prop. I. Ogni coppia può girare comunque nel suo 
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piano intorno al suo centro senza che si alteri il suo 
effetto. 

Sia MP, NQ ( fig. 15*) la coppia proposta, MN il suo 
braccio di leva, C il centro. Per C si moni la retta FG 
a piacimento nel piano della coppia; e presi i seg- 
menti CF=CG=CM, si applichino ai punti F, G le 
forze FD, FU; GE, Gl eguali fra loro ed eguali ad 
MP, opposte a due a due e perpendicolari ad FG. Pro- 
lungate le 1G, NQ; MP, HF sino a che s'incontrino 
in L, K, e trasportate nel primo di questi punti le 
forze IG, NQ, e nell' altro le forze MP, FK parallela- 
mente a se stesse, si congiungano le CL, CK. Sicco- 
me queste duo rette stanno per dritto e dividono per 
metà gli angoli GLN, MKF, come risulla dall’ egua- 
glianza dei due quadrilateri GCNL, FCMK; cosi le 
risultanti delle forze IG, NQ; PM, FU saranno dirette 
secondo KL; ed elidendosi, siccome eguali e contra- 
rie, non resteranno che le sole forzo GE, FD, le quali 
costituiscono una coppia avente per braccio di le- 
va FG. 

Prop. II. Ogni coppia può trasportarsi parallela- 
mente a se stessa nel proprio piano, purché il nuovo 
braccio di leva sia connesso invariabilmente col pri- 
mitivo. 

Sia (fig. iO*) MP, NQ, la data coppia; MN il suo 
braccio di leva ; FG un altro braccio di leva eguale 
e parallelo ad MN. Si applichino in F e G, e perpen- 
dicolarmente ad FG, le forze IG=GK=DF=FH=MP 
ed opposte a due a due; e congiunte le NG, FM, que- 
ste rette si biscghcranno nel loro punto d’incontro 
O, poiché risultano eguali fra loro i due triangoli 
NOM, FOG. Ora è evidente che la risultante delle duo 
forze Gl, NQ è=2NQ, passa perO e trae secondo OS; 
e che la risultante delle altre due forze MP , FH è 
= 2MP, ha anche per punto di applicazione 0, e trae 
secondo OR, vale a dire che si elide con 2NQ. Dunque 
rimane la sola coppia GE,FD parallela alla proposta. 

Corollario. Dunque l' effetto di una coppia non si 
altera disponendola comunque nel proprio piano, pur- 
ché il nuovo braccio di leva cd il primitivo siano in- 
variabilmente connessi fra loro. 
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Prop. III. Una coppia qualunque può trasportarsi 
comunque in un piano parallelo al suo piano primi- 
tivo, purché il primitivo ed il nuovo braccio di leva 
siano invariabilmente connessi. 

Intorno ai punti M, N (fi". 10*) si facciano girare 
a piacimento le forre MP, NQ, ma per modo che co- 
stituiscano sempre una coppia e siano perpendicola- 
ri a questa retta; e nello stesso tempo intorno ai punti 
F, G si facciano girare le DII, IE per modo che senza 
cessar di essere parallele fra loro e perpendicolari 
ad FG si arrestino in un piano parallelo a quello, nel 
quale si sono arrestate le forze MP, NO- Siccome 
questo cangiamento, che è avvenuto nella disposi- 
zione delle forze, non fa altro che cangiare la sola po- 
sizione di 1\S e renderla parallela al piano di MP, NQ, 
cosi le risultanti dello forze NQ, Gl; MP, FU conti- 
nueranno ad elidersi, e non resterà che la coppia 
GE, FI) posta in un piano parallelo a quello, nel 
quale si arrestata la coppia proposta. 

Prop. IV. Ogni coppia pud esser sostituita da una 
nuova coppia parallela e diretta nello stesso senso, 
purché il suo braccio di leva stia al braccio di leva 
della nuova coppia in ragione inversa delle intensità 
delle forze rispettive 

Si prolunghi in C il braccio di leva MN ( fig. 17*), 
alle cui estremità è applicata la coppia MP, NQ, e 
s'immagini che nei punti N, C si applichino le forze 
eguali e contrarie a due a due N m, Nn ; Cm', Cn. 
Componendo le forze MP , Cm' parallele e traenti 
nello stesso verso, la loro risultante passerà per N, 
purché la forza Cm' soddisfaccia alla condizione 
MP : Cm' : : NC : NM. Ma questa risultante é in tal caso 
distrutta dalla risultante delle forze NQ , Nm; onde 
resterà la sola coppia composta delle Nn,Cn', le quali 
forze soddisfano pure alla condizione MP:Cw'::NC:NM. 

Corollario I. Dunque ad una data coppia se ne pud 
sostituire un’altra, quando questa soddisfaccia a due 
condizioni — 1° che sia compresa o nello stesso pia- 
no della coppia proposta, ovvero in un piano ad esso 
parallelo; — 2° che abbia lo stesso momento della pri- 
ma coppia. 
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Corollario II. I.o sforno ovvero l'intensità di una cop- 
pia è misurato dal suo momento. Imperocché (fig. 18") 
le intensità K,K' delle due coppie MP,NQ ; MP' , NQ' 
aventi lo stesso braccio di leva MN sono evidente- 
mente proporzionali allo rispettive forse, cioù si ha 

K : K'=MP : MP'. 


Ora si prolunghi il braccio di leva MN della seconda 
coppia in C, e nei punti M,C si applichino le forze 
parallele, eguali c contrarie MIl ,CS: se queste forze 
verificano la proporzione 

, MR:MP'=MN:MC, 


la coppia che esse formano, essendo equivalente alla 
coppia MP', NQ', avrà la sua stessa intensità K'. Ora 
se da quest" ultima proporzione ricavasi il valore di 
MP', e si sostituisce nella prima risulta 


K:K'=MP:“ 

MN 


avveramento 


K : K'=MP . MN : MR.MC. 

Dunque le intensità di due coppie poste nello stesso 
piano sono direttamente proporzionali ai loro mo- 
menti; ed assumendo una di esse pur unità di mi- 
sura, l’ intensità dell" alt»a sarà misurata dal suo mo- 
mento stesso. 

Scolio. Come per la composizione dello forze, cosi 
per la composiziono delle coppie richiedesi che sia- 
no dato le loro intensità ed il senso nel quale agisco-, 
no. Ora per determinare il senso, nel quale agisce 
una coppia, si suppone che dal suo centro si sia ele- 
vata perpendicolarmente al suo piano una retta da 
quella parte, nella quale stando un osservatore coi 
piedi appoggiati sul piano e col corpo alla retta, ve- 
drebbe il braccio di leva rotare dalla sua dritta verso 
la sinistra. Questa retta diccsi risse della coppia. E se 
sulla medesima retta, a cominciare dal centro, taglia- 
si una parlo eguale al momento della coppia diviso 
per l’unità di forza, questo segmento dell" asse può 
assumersi come simbolo completo dell’intensità e 
della direzione della coppia medesima. 
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Prop. V. Se due coppie sono comprese nello stes- 
so piano, possono esser sostituite da una terza cop- 
pia, il cui momento eguaglia la somma algebrica dei 
loro momenti. 

Sia A (fig. 10*) il centro della coppia di forza P, e 
di braccio MN =p; e D il centro di un’altra coppia 
di forza Q e di braccio M'N'=q. Alla coppia che ha 
per centroD si sostituisca un’altra coppia parallela, 
elio abbia per centro A e per braccio M"N"=p: e 
chiaro che denominando X la forza determinatricc di 
questa novella coppia, avremo 

Qq~\p. 

Se facciamo girare questa coppia intorno ad A per 
modo che il suo braccio coincide con quello della 
coppia di forza P, ciascun binario delle forze P , X 
applicato a ciascuna estremità del braccio p si com- 
porrà in una sola che sarà P±X, secondo che P ed X 
traggono nello stesso verso od in versi opposti , e si 
avrà una novella coppia, il cui momento M sarà defi- 
nito dalla equazione 

M=cPp±Xp=Pp±Qq. 

Corollario. Quando gli assi delle due coppie tro- 
vatisi dalla stessa parte del loro piano, P e Q sono 
dirette nello stesso senso, e succede l’opposto quan- 
do gli assi delle coppie trovansi in parli opposte ri- 
spetto al loro piano. Dunque se due coppie son poste 
in uno stesso piano, il momento della coppia risul- 
tante eguaglia la somma o la differenza de’ loro mo- 
•menti, secondo che gli assi sono diretti nello stesso 
verso od in versi opposti. 

Prop. VI. Due coppie disposte a piacimento in due 
piani, che si tagliano sotto un angolo qualunque, si 
compongono sempre in una sola coppia. 

Supponiamo (lig. 20“) che una coppia di forza P e 
di braccio p sia compresa nel piano AA'B'D, ed una 
altra coppia di forza Q e di braccio q sia posla nel 
piano MM'N N. Si dispongano queste coppie nei ri- 
spettivi piani per modo clic le loro braccia coincida- 
no nella direziono con OU' intersezione comune di 
cotesti piani. Supponiamo inoltre che la stessa 00' 
rappresenti la lunghezza del braccio p, ed 01’, O'P' 


k. 
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le forze che compongono la coppia compresa nel 
piano ABA'li'. All’altra coppia compresa nel piano 
MNN'M' si sostituisca una terza coppia che abbia per 
braccio di leva la stessa 00' e per forze OQ, O'Q', la 
. . Q.q 

cui intensità sia=^^- Or siccome le due forze 


OP, OQ convergono nello stesso punto 0 e sono per- 
pendicolari ad 00' ; cosi compiuto il parallelogram- 
mo OPQU, e condotta la diagonale OR, questa sarà 
pure perpendicolare ad 00'. Similmente se si co- 
struisce il parallelogrammo O'P'R'Q 1 , e si tira la dia- 
diagonale O'R', questa sarà perpendicolare ad 00'. 
Ma questi due parallelogrammi sono eguali ed hanno 
i lati paralleli fra loro e rivolti in versi opposti. Dun- 
que anche le loro diagonali sono eguali, parallele e 
dirette in versi opposti e per conseguenza costitui- 
scono una coppia che ha per braccio di leva 00'. 

Corollario I. Il piano della coppia risultante è deter- 
minato dalla intersezione de’ piani delle coppie com- 
ponenti, e dalla direzione della diagonale del paral- 
lelogrammo costruito sulle forze determinalrici delle 
stesse coppie. 

Corollario II. Dal triangolo OPR ricavasi 


Óir=OP*+OQ -f-20P.OQ.cosPOQ. 


Moltiplicando questa equazione pel quadrato di 00' , 
e ponendo per brevità 

M=0P.00', N=OQ.OO', S=OR.OO', 


avremo 

(1) S*=MH-N*+2M.NcosPOQ. 

Inoltre rappresentando con i simboli (MN)*, (MS),(NS) 
i tre angoli TOQ, POR, QOR, avremo 

t sen(MS)=^^sen(MN)=^ sen(MN) 

( 2 ) ? 

v 1 I OP M 

' son(NS)=:— scn(MN)=— sen(MN). 

' OH P 
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Ora M,N rappresentano i momenti Pp, Qg. Dunque 
da queste forinole risulta che la composizione di 
due coppie poste in piani non paralleli siegue la 
stessa legge della composizione di due forze concor- 
renti ad angolo. 

l'rup. VII. Se gli assi di due coppie comprese in 
piani diversi si trasportano parallelamente a loro 
stessi in un punto, e sulle loro direzioni si tagliano 
due segmenti eguali ai momenti delle stesse coppie, 
la diagonale del parallelogrammo costruito su questi 
segmenti rappresenta la direzione dell’asse della 
coppia risultante e la grandezza del suo momento. 

Questo teorema è reso evidente dal sistema dell'e- 
quazioni (1) e (2), e dal considerare che l’angolo for- 
mato da due piani eguaglia quello che formano le 
perpendicolari elevali su di essi dalla medesima 
parte. 

Cvrnllario. Dunque se è dato un sistema di coppie 
poste in piani diversi e comunque inclinati fra loro, 
e si vuol trovare la direzione dell’ asse della coppia 
risultante e la grandezza del suo momento, si traspor- 
teranno gli assi in uno stesso punto parallelamente 
a se stessi , e tagliando su ciascuno un segmento 
eguale al momento della rispettiva coppia, si costrui- 
rà su di uno di essi, scelto a piacere, un poligono aven- 
te i lati eguali e paralleli agli altri segmenti. Il lato, 
che chiude questo poligono, rappresenterà la dire- 
zione dell’ asse della coppia risultante e la grandezza 
del suo momento. 


CAPITOLO IV. 

Del centro di gravità dei corpi. 

Si denomina gravila quella forza che fa discen- 
dere i corpi verso la terra, allorché si abbandonano 
a loro stessi La gravità agisce egualmente su tulle 
le molecole de’ corpi , perché l’esperienza dimostra 
che nel ruolo i corpi di qualunque specie, p. es. una 
palla di piombo ed un pezzo di sughero il più Icggie- 
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ro, cadono dalla medesima altezza con eguali veloci- 
tà. Quindi le molecole di un corpo cadente discen- 
dono tutte nello stesso modo, come se fossero sem- 
plicemente contigue. La direzione della pravità è rap- 
presentata da quella del filo a piombo, ovvero dalla 
perpendicolare alla superficie delle acque stagnanti, 
che si denomina linea verticale. 

Poiché la graviti agisce egualmente su tutte le mo- 
lecole de' corpi, e le sollecita al moto parallelamen- 
te alla verticale, possiamo considerare le mole- 
cole di ogni corpo come animate da piccolo forze pa- 
rallele e traenti nel medesimo senso. Laonde a forze 
siffatto, possiamo applicare tutto ciò che abbiamo sta- 
bilito rispetto alle forze parallele applicate ad un si- 
stema di punti invariabilmente connessi, cioè:-!" che 
in ogni corpo la risultante di tutte le parziali gravità 
delle sue molecole è diretta secondo la verticale ; — 
2° che eguaglia la loro somma; — 3° che in ciascun 
corpo esiste un punto unico, a cui questa risultante 
trovasi applicata, il qual punto si denomina centro di 
gravità;— 4" che la posizione di questo punto è in- 
variabile in ciascun corpo, comunque questo corpo 
si faccia girare intorno al punto medesimo. 

Il peso di un corpo è misurato dalla risultante del- 
le forze suddette, che animano ciascuna sua mole- 
cola; onde è proporzionale al numero delle molecole 
stesse, ovvero alla quantità di materia che esso con- 
tiene, e che si denomina massa. 

Il volume di un corpo è la quantità di spazio che 
esso occupa. Due corpi di egual volume, se hanno 
eguali masse, si dicono egualmente densi; c però la 
densità di un corpo é il rapporto della sua massa al 
suo volume. 

La densità di un corpo si dice uniforme, se diviso 
in parti eguali e comunque piccole, ciascuna di que- 
ste ha la stessa massa; e dicesi variabile nel caso op- 
posto. Rappresenti M la massa di un corpo, V il suo 
volume, D la sua costante densità; avremo 
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Inoltre sia g la gravità o il peso ili una molecola 
del corpo proposto, P il peso dell' intera sua massa, 
e sarà. 


P=M</. 

Dividendo P per V, avremo il peso specifico del cor- 
po, che rappresenteremo per G. Quindi verrà 


G=- 


4 =°*- 


Prop. I. Siano m„ m,, ni,,... le masse di un siste- 
ma di punti materiali determinate dalle coordinate 
rettangolari x„ i/„ x„ »/„ x,, ; /,, de- 

nominando x 0 , y 0 , z 0 , le coordinate del loro centro 
di gravità, avremo 


( 1 ) 


3£»ix 



l/o= 


Sitiy 
»i ’ 



La gravità che agisce sulle masse proposte equiva- 
le ad un sistema di forze parallele, ciascuna delle 
quali è proporzionale alla massa a cui è applicata. 
Denominando P,, P,, P,,... queste forze, avremo nel 
caso presente P ,=zgm I , P t =gm tl P ; onde 
sostituendo questi valori nelle (4) del cap. II., otter- 
remo le (1). 

Corollario I. Se le masse dei punti proposti sono 
della stessa densità, nelle forinole precedenti alle 
masse possono sostituirsi i volumi. E quindi la ri- 
cerca del centro di gravità si riduce a quella del cen- 
tro di figura o di volume. 

Corollario II. Se il proposto sistema di punti è sim- 
metricamente disposto rispetto ad un piano, il suo 
centro di gravità trovasi in questo piano medesimo. 
Imperocché supponendo che questo piano coincida 
col piano coordinato ( y , z), la metà dei momenti ad 
esso relativi sarà positiva e l'altra metà negativa. 
Inoltre ad ogni momento positivo corrisponde un e- 
gual momento negativo. Dunque 5mi=0 , e quindi 
.c o =0, cioè la distanza del centro di gravità da que- 
sto piano è nulla. Lo stesso avviene se -i dati punti 
sono compresi nello stesso piano. 

Corollario III. Se un sistema di punti è simmetrico 
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rispetto ad una retta, il centro (li pravità trovasi in 
questa stessa retta; e se è simmetrico rispetto ad un 
punto , questo punto stesso sarà il suo centro di pra- 
vità. 

Prop. II. Il punto medio di una retta è il suo cen- 
tro di gravità. 

Di Catti i punti di una retta distano a due a due e- 
gualmente dal punto medio. 

Prop. III. Trovare il centro di gravità dell'area di 
un dato triangolo. 

Sia ABC ( lìg. 21*) un triangolo, e consideriamo la 
sua superficie come composta di linee rette parallele 
alla base BC , ed a ciascun punto di queste rette si 
attribuisce lo stesso peso. Poiché la retta AE, menata 
dal punto A al punto medio di BC, divide per metà 
ciascuno di queste rette, in essa saranno i loro centri 
di figura, e quindi i loro centri di gravità. Per conse- 
guenza il centro di gravità dell' intero sistema di co- 
leste rette, ovvero di tutto il triangolo proposto, si 
troverà in questa medesima retta. Nello stesso modo 
si dimostra, che menando il punto B al punto medio 
D del lato AC la retta BD, il centro di gravità del 
proposto triangolo deve trovarsi in questa congiun- 
gente. In conseguenza questo centro sarà in il co- 
mune intersezione delle due rette AE, BI). Congiun- 
ta la ED, ed essendo BE = JBC, AD=ì AC, sarà ED 
parallela ad AB, e quindi simili i due triangoli DGE, 
CAB; onde essendo DE=|AB, sarà GE=£AG=^AE. 
Adunque il centro di gravità dell'arca di un triango- 
lo è collocato sulla congiungente di uno qualunque 
de' suoi vertici col punto medio del lato opposto, e 
dista da questo lato per la terza parto della congiun- 
gentc suddetta. 

Corollario. Poiché il centro di gravità dell'area 
del triangolo deve trovarsi su ciascuna delle congiun- 
genti de’ vertici co' punti medi de’ lati opposti, ne 
viene per conseguenza che esso si confonde col pun- 
to di convergenza di coleste tre rette. 

Prop. IV. Trovare il centro di gravità del trapezio. 

Nel trapezio ABCD ( fig. 22*) si prolunghino i lati 
non paralleli BC, AD, sino a che s'incontrino in E, 
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c si avranno due triangoli simili EAB, EDO, i quali 
hanno per basi quelle del proposto trapezio. Dividasi 
por metà AH in F, e giunta la EK, questa retta divi- 
derà la CD per metà in I; onde nella retta EF si tro- 
veranno i centri di gravità dei due triangoli EAC, 
EDO. Nella stessa retta è pure il centro di gravila 
del trapezio, poiché tal retta è la congiungenlc dei 
punti medi de' lati paralleli, e per conseguenza la 
locale de’ centri di gravità di tutte le rette parallele 
allo basi che ne compongono l'area. Inoltre si giunga 
la diagonale DI3, e le rette DB, e le rette BI, DF; e 
poi preso sulla prima di segmento 1M=| BI , e sut- 
l' altra il segmento FN^-jFD, saranno M, N i ri- 
spettivi centri di gravità dei triangoli CDH, BDA, 
Quindi dovendo trovarsi sulla MN il centro di gravità 
del trapezio, la cui area è la somma di quelle de' sud- 
detti triangoli, questo punto sarà G comune interse- 
zione di MN ed IF. Or poiché le aree di questi trian- 
goli possono rappresentare i loro pesi, e questi sono 
concentrati in M edN, il punto G dividerà MN in 
modo che si ha 


DBC : ADB=DC : AB=NG : GM , 


poiché i triangoli DBG, ADB hanno la medesima al- 
tezza. Dai punti M, N si menino le MI, NR parallele 
ad AB; e siccome i triangoli simili MJG, UNG danno 
la proporzione 

GR : GJ=NG : GM , 

sarà eziandio 

DC : AB=GB ; GJ , 

DC-t-AB: AB=JR:GJ. 


Di qui risulta 


GJ 


AB.JR 
DC-t- AG 


IG = 1J 


AR.JB 

DC-t- A li 


Ma si ha IJ=FR=JIF , onde sarà eziandio JR = |[F, 
e l'equazione precedente diventerà 


IG=-jIF • 


2AB-4-DC 

AB + DG 
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Corollario I. Quando DG = 0, si ha 1G=|J1’, « 
qui uri i !''(.i= 7 lF, il eho si accorda con (junnlo si è 
dimostrato antecedentemente, essendo clic il Irapczio 
si cangia in li iangolo. Se poi DC=AH, risultaGIn-jll’; 
e, cangiandosi il trapezio in un parallelogrammo, si 
Ini il centro di gravità di questa figura. 

Corollario il . La determinazione del centro di gra- 
vità dell'area di un poligono qualunque può farsi di- 
pendere in un modo semplicissimo da quella del 
triangolo. Perciocché sia ( lig. 23”) ABCDE il propo- 
sto poligono, e dal vortice A scelto ad arbitrio si me- 
nino le diagonali AC, Alt, AK: si avranno cosi i trian- 
goli AIÌG, AGI), AI)K, AKF, dei quali cercheremo i 
centri di gravità eoi metodo esposto precedentemen- 
te. Ciò posto , non avremo a considerare che un si- 
stema di punti dati di posizione, ed i cui pesi rispet- 
tivi sono rappresentati dalle aree do' triangoli sud- 
detti. Componendo dunque questi pesi colla regola 
della composizione delle forzo parallele, troveremo 
il cercato centro di gravità del poligono proposto. 

Prop. V. Trovare il centro di gravità di un dato 
arco di cerchio. 

Supponiamo che sia ( fig. 24*) n fa' il proposto arco 
circolare, G il suo centro, aa' la corda elio io sot- 


tende: diviso quest’arco per metà in /', c giunto il 
raggio Cf, è chiaro clic essendo quest' arco simme- 
trico rispetto a Cf, dovrà in un punto di questo rag- 
gio trovarsi il suo centro di gravità. Dividasi af in 
parti iniinilesime ab, bc, ed,..., e pei punti b, c, d,... 
si menino le bb\ cc', dd',... parallele alla corda aa'. 
Poiché gli elementi dell’arco rifa' sono infinitamente 
piccoli, potranno considerarsi come linee rette; e 
perù ab, a'b' essendo eguali c simmetricamente posti 
rispetto a Cf, il loro centro di gravità sarà in p punto 
medio della retta *$. Laonde a' pesi degli archetti 
oh , a'b' potremo sostituire una forza =2 . ab appli- 
cala in p, ed il momento di questa forza rispetto a C 
sarà cvidentemante =2 ab. Cp. Dal punto p si elevi la 
perpendicolare piu su di Cf, e giunto il raggio Gm , 
da li si meni la Or perpendicolare ad no'. 1 due trian- 
goli simili arb, Cpm danno la proporzione 

ab : or= Cm : Cp ; 5 
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onde sarà 2.ob.Gp=2.ai - .Cm, cioè il momento di cia- 
scun binario di elementi corrispondenti dell’ arco 
proposto può esser rappresentalo pel prodotto del 
raggio di questo arco moltiplicato per la somma delle 
proiezioni de' suddetti elementi sulla corda dell'arco 
medesimo. La somma di tutti questi momenti sarà 
perciò 

2Cm.a*=Cm.aa'. 

Rappresenti ora G il centro di gravità del proposto 
arco: a questo punto dobbiamo immaginare applicata 
una forza eguale al peso dell'arco suddetto; onde il 
suo momento rispetto al punto C sarà =CG. are (aa'). 
Ma questo è il momento della risultante dei pesi ele- 
mentari di ab,bc,cd,...\ e Cm.ua' è la somma de' mo- 
menti di queste componenti onde sarà; 

CG . are (««') = Cm . aa' ; 
e risolvendo in proporzione 

- arc(an') : aa'=Cm : CG , 

cioè il centro di gravità di un arco di cerchio è sul 
raggio che lo divide per metà, e ad una distanza dal 
centro che è quarta proporzionale in ordine all’arco, 
alla corda che lo sottende, ed al raggio. 

Projì. VI. Trovare il centro di gravità del settore 
circolare. 

Sia proposto il settore circolare aCa' (fig. 25*). Di- 
vidiamo aGo' nei settori infinitamente piccoli aCb, 
bCc,..., che potranno considerarsi come triangoli 
rettilinei aventi i vertici in C; e facendo centro C e 
raggio Cj= ; C f si descriva l'arco 111311 : sarà questo 
arco il luogo geometrico di tutti i centri di gravità 
dei triangoli o settori infinitesimi aCb, bCc,..., cioè 
della serie de’ punti, nc'quali trovasi raccolta la gra- 
vità delle parti del settore proposto. In conseguenza 
il centro G di gravità dell'arco »»gti sarà quello stes- 
so del proposto settore; e la sua distanza CG dal pun- 
to C sarà data dalla proporzione 

are (tnv) : mu= f Cf : CG. 
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Ma abbiamo puro 

are (mie) : arc(aa')=Cm : Ca = mie : aa' ; 
onde sarà 

a re (oa 1 ) : aa' = * Cf : CG ; 

vale a dire che il settore circolare ha il centro di 
gravità sul raggio che lo divide per mezzo, e la sua 
distanza del centro è quarta proporzionale dopo l’ar- 
co, la sua corda ed i i del raggio. 

Corollario. Dunque nel segmento circolare il cen- 
tro di gravità trovasi pure nel raggio che lo divide 
per metà, e dista dal centro per -nr del cubo della 
corda diviso per I’ arco del segmento. Perciocché de- 
nominando S, T, U i momenti del peso del settore, 
del triangolo, e del segmento rispetto al punto G, 
sarà U=S — T. Inoltre ponendo l'arco o/a' = H, 
aa'—K, aG=R, Ce = X, e denominando p, q, r le 
distanze dei centri di gravità del settore, del trian- 
golo e del segmento circolare da C, ed (s) 1’ area del 
segmento avremo 


S=p.Cafa' 

2RK. 

RH 

R*K 

— 3H 

2 

3 

T=q.aCa' 

2X 

KX 

X.’K 

3~ 


3~ 


U = r.(s). 

Sostituendo questi valori nella U=S — T, se ne ricava 

K(R* — X a ) K’ 

r ~ 3,(s) -12,(s)’ 

essendo 

R*— X*=^- 

4 

Prop. VII. Trovare il centro di gravità del volume 
dì ima piramide triangolare. 

Sia AUGI) la proposta piramide (fig. 20 a ). Suppo- 
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Menilo diviso questo solido in un numero grandissi- 
mo di sezioni parallele alla base ADU e per conse- 
guenza situili a questo triangolo, e congiungendo il 
vertice C col centro di gravità c dello stesso triango- 
lo Alili, sarà la retta Ce il luogo geometrico di lutti i 
centri di gravità di coleste sezioni, e conterrà per 
conseguenza anche il centro di gravità della proposta 
piramide. Cosi pure se ;/ è il centro di gravilà della 
l'accia ABC, e si congiungc la Dj , anche in questa 
retta dovrà trovarsi il centro di gravità di ABCD. 
Dunque le duo rette D 9 , Ce dovranno necessaria- 
mente inlcrsegarsi in un certo punto i , e questo 
punto sarà il centro di gravità della data piramide. 

■j ’ lj ;i ’ 

^iuìi gelile et) de’ punii e , y riesce parallela a DC ed 
eguale ad l di questa retta. Inoltre dai triangoli si- 
mili cig, DiG si deduce che t <j=r- 4 -^=— —, e per con- 


seguenza • Adunque il centro di gravità del 


volume di una piramide triangolare è collocato sulla 
retta che unisce un vertice qualunque col centro di 
gravilà della faccia opposta, ed alla distanza del ver- 
tice stesso di di questa congiungcnte. 

Corollario. Dunque nella piramide triangolare le 
rette che congiungono i suoi vertici coi cenili di 
gravila delle facce opposte s'intersecano tulle in uno 
stesso punto, che è il cernirò di gravità della stessa 
piramide. 

Prop. Vili. 11 centro di gravità di una piramide 
qualunque è nella rei fa che unisco il vertice col cen- 
tro di gravità della base, e disia dal vertice per \ di 
questa i ella. 

Si divida la base All della proposta piramide SAI! 
(lig.27 n ) in triangoli per mezzo di diagonali; e facendo 
passare per queste ielle e pel suo vertice S altret- 
tanti piani , si avrà un egual numero di piramidi 
triangolari aventi tulle la slessa altezza. Del punto di 
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quo gin altezza, il quale disia da S per i suoi -J-, si me- 
ni un piano ab parallelo alla basa: ò chiaro che le 
intersezioni di questo piano colle infinite rette, le 
(piali dal vertice tà vanno a tutti i punti della base AH, 
(listano da questo punto per i j delle loro rispettive 
lunghezze. Dunque i centri di gravità di tulle le pira- 
midi triangolari, che compongono la piramide SAB, 
limino per luogo geometrico il piano ab-, e per conse- 
guenza nello stesso piano dovrà trovarsi il centro di 
gravità della proposta piramide. Sia i questo punto: 
congiunta la Si, e prolungata sino all' incontro di All 


in ni, sarà Si=r 


3Sm 

~T~ 


Inoltre se si congiunge S col 


centro di gravità di AB, questa retta sarà il luogo geo- 
metrico de’ centri di gravità di tutte le sezioni della 
piramide parallele ad AB, e conterrà perciò aneliè il 
centro di gravità della piramide. Dunque questa retta 
coincide con Sm, e quindi è vero il proposto teorema. 

Corollario. Il cono può considerarsi come una pi- 
ramide, la cui base è un poligono d'infiniti lati infi- 
nitamente piccoli. Dunque il centro di gravità di un 
cono qualunque è sulla iella che unisce i! suo verti- 
ce col centro di gravità della base, ed ai di questa 
retta a partire dal vertice. 

l’rop. IX. Il contro di gravità della zona sferica è 
nel punto di mezzo della saetta. 

La saetta è asse di siiiimetria della zona, e però de- 
vo contenere il suo centro di gravità, l’er trovar poi 
a qual punto della saetta esso corrispondo, immagi- 
niamo divisa la saetta in parli eguali e piccolissime, 
e per ciuscun punto di divisione Condotto un piano 
parallelo alle basi della zona: questa si troverà cosi 
divisa in una infinità di zone di piccolissime etl, eguali 
altezze, le quali perciò avranno le superficie eguali. 
I pesi di queste zone saranno dunque anche eguali ; 
e trovandosi lutti raccolti sulla saetta, questa potrà 
considerarsi come una retta composta di elementi 
egualmente pesanti. Dunque il suo centro di gravità, 
e per conseguenza il centro di gravità della zona, 
sarà nel suo punto di mezzo. 
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Corollario. La calotta sferica può considerarsi co- 
nio la zona, una delle cui basi abbia per raggio zero. 
Per la calotta vale dunque lo stesso ragionamento, ed 
il suo centro di gravità è eziandio il punto medio del- 
la sua saetta. 

I’rop. X. Trovare il centro di gravità del settore 
sferico. 

Sia aCf il settore circolare ( fig. 28“ ) generatore 
del settore sferico nC.n'. Si concepisca questo solido 
decomposto in piramidi infinitamente sottili aventi C 
per cornuti vertice, c per base gli elementi della ca- 
lotta afa' : i centri di gravità di queste piramidi ele- 
mentari avranno per luogo geometrico un'altra ca- 

‘JCf 

lotta sferica min descritta col raggio C i='—~, ed il 

ceTitro di gravità dì questa calotta sarà il centro di 
gravità del solido proposto. La freccia if di detta ca- 
lotta min è evidentemente =\fw; onde supponendo 
in z il centro di gravità di mi», sarà ij = i/U’ e per 
conseguenza 

C;=i(C f-ifw). 

Corollario I. Quando fio=fC, il settore si cangia in 
emisfero, e l’equazione precedente diviene 


C: = 


3/C 


Corollario II. Supponendo Cf—r, C<o=:,/ìc=/i , i 
volumi del settore e del cono sono espressi da 


2*r“/i «z «7iz(r+ z) 

~5~ ’ 3 (r ~ Z — 3 

c le distanze del centro della sfera dai rispettivi loro 
centri dì gravità da 

3(r-f-:> 3: 

8 ’ 4 ' 
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Dunque i momenti de' loro pesi rispetto a C sono 
«hr’(r + z) c) 

4 ; 4 

La differenza di questi momenti è 

4 ’ 

essendo r* — :’=li(r+ Or questa differenza di mo- 

menti eguaglia il momento del peso del segmento 
sferico rispetto allo stesso centro C. Dunque denomi- 
nando a: la distanza di 0 dal centro di gravità del seg- 
mento, ed osservando che il volume di questo solido 
è espresso da 

«7i*(2r-f- :) 

d 

si avrà l'equazione 

x(2r-f;) (r+r)* 

n — 4 ’ 

dalla quale si deduce 


*(>' + •) 
4<2r+ r 


Prop. XI. L’area di una qualunque superficie di ri- 
voluzione eguaglia l’arco generatore moltiplicalo per 
la circonferenza, che descrive il suo centro di gra- 
vità intorno all'asse di rivoluzione. 

Si abbia una curva piana AB (fig. 2!)*), la quale gi- 
rando intorno all' asse XY posto nello stesso suo pia- 
no, generi la superficie di rivoluzione S: ogni sezio- 
ne fatta in questa superficie con un piano perpendi- 
colare ad XY sarà una circonferenza di cerchio. Di- 
vidasi l'arco AB in parti infinitamente piccole : un 
elemento qualunque p. es. l'elemento p'q ' , mercè 
la sua rivoluzione intorno all'asse XY, genererà una 
superficie, che può ritenersi come un tronco di cono, 
la cui area sarà eguale all'elemento p'q' moltiplicalo 
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per la circonferenza del cerchio che descrive il suo 
pillilo medio, ovvero il suo centro di gravili!, intorno 
all'asse VX. Ia> stesso avverrà degli altri elementi 
di questa curva. Siano /i, li', li"... le distanze decen- 
tri di gravità degli elementi curvilinei di All dell'as- 
se XV, ed le loro lunghezze: la intera 

superficie S , generata dalla rivoluzione della curva 
AB intorno c questo asse, sarà definita dall'equazione 

S=2w(/is + /i , 

Ora sia a: la distanza del centro dell'arco AI! dall'as- 
se XV, » la lunghezza di questo aico, ed in conse- 
guenza delle (1) avremo 

xn=/is+JiV-t-/i"*"-4-... 

Sostituendo nell'equazione precedente risulla 
S=2«-.ro, 

come doveva dimostrarsi 

Prop. XII. Il volume di un solido di rivoluzione 
eguaglia l'area della sezione generatrice moltiplica- 
la per la circonferenza del cerchio che descrive il 
suo centro di gravila intorno all'asse di rivoluzione. 

Sia VAltX ( lìg. BO 3 ) la sezione generatrice, XV 
I' asse di rivoluzione, ji fi 1 , qq' due rette infinitamen- 
te vicine e perpendicolari a questo asse: e divisa 
l’arca del trapcziello pqq'p' in rettangoli eguali ed 
infinitesimi, sia abed uno di colesti rettangoli. La ri- 
voluzione di questo piccolo rettangolo intorno all’as- 
se XV produrrà un solido eguale alla differenza dei 
due cilindri generali dai rettangoli pbeq, padq, e pe- 
rò pel suo volume U avremo 

17 =pq . «{pb'—pa'ì—S* . pq . ab 0 " ^— ) • 

onde U sarà eguale all' area del rettangolo abed mol- 
tiplicata per la circonferenza del circolo descritto 
con un raggio medio aritmetico fra pa,ph, cioè con 
un raggio eguale alla distanza del centro di gravità di 
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questo rettangolo dall’ asso XY. 11 volume del solido 
generato dalla rivoluziono del trapezio pp'q'q intorno 
a questo asse è la somma dei volumi li; onde se di- 
notiamo con X, X', X",... le aree dei piccoli rettangoli 
che compongono il detto trapezio; con h, h', h " ,... le 
distanze dei loro centri di gravità da YX , e con V il 
volume generalo dalla rotazione del trapezio intero, 
avremo 


V=2*(X/ t -f-X'/i'+X"h"+...) ; 

cioè V eguaglia il prodotto dell’area pp'q'q moltipli- 
cala por la circonferenza del cerchio descritto con un 
raggio medio fra le distanze de - centri di gravità dei 
suoi clementi dall’asse XY, vale a dire con un raggio 
eguale alla distanza del suo centro di gravità dall’as- 
se di rotazione. Ondechò so A 6 l’area del trapezio 
pp'q'q, ed x la distanza dol suo centro di gravità da 
VX, si ha V=2«a’A. Tutto il volume \V generato da 
AI1XY è la somma dei volumi V, di tal che 

W = 2ir( Ax -f- A'x'+ A"x"-f-. . 

Ma posta =11 l’area generatrice del solido, ed ■=£ 
la distanza del centro di gravità di quest'area dall'as- 
se, il moltiplicatore di 2* è =H£ Dunque W=2«r{lf. 

CAPITOLO V. 

Della composizione delle forze esistenti in un piano. 

Prop. I. Una forza qualunque può essere sostituita 
da un'altra forza ad essa eguale e parallela applica- 
la ad un punto scelto ad arbitrio, e da una coppia. 

Sia AP (Hg. 31*1 la data forza, ed A il suo punto di 
applicazione. Scelgasi a piacimento un altro punto B, 
il quale sia invariabilmeulc connesso con A, ed a B si 
applichino due forze eguali e contrarie DQ, BQ', ed 
eguali c parallele ad AP. Essendo nulla la risultante 
delle due forze BQ, BQ\ è evidente che il sistema 
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delle Ire forze AP, BQ, BQ' equivale alla sola forza 
AP. Ora le due forze AP, BQ' compongono una cop- 
pia. Dunque questa coppia insieme con la forza BQ 
è equivalente alla forza AP. 

Prop. II. Un sistema di forze compreso nel mede- 
simo piano ed applicate a punti invariabilmente con- 
nessi, generalmente parlando, può ridursi ad una 
forza e ad una coppia. 

Rappresentino P„ P,,... P n le forze proposte, e nel 
loro piano scelgasi a piacere un punto O. Poiché cia- 
scuna di queste forze può essere sostituita da una 
forza eguale e parallela applicata in O e da una cop- 
pia, avremo n forze applicate al punto O, ed n cop- 
pia comprese in tino stesso piano. Ma alle « forze 
convergenti in 0 si può sostituire la loro risultante , 
ed alle coppie comprese in uno stesso piano può si- 
milmente sostituirsi una sola coppia. Dunque é vera 
la proposizione proposta. 

Scolio. La risultante delle forze proposte traspon- 
iate in 0 parallelamente a se stessa dicesi la forza 
principale del sistema proposto, ed il punto 0 l'ori- 
gine della forza principale. 

Corollario I. Se la forza principale é nulla, le for- 
ze proposte riduconsi ad una coppia. 

Corollario II. Se la forza principale non è nulla, le 
proposte forze sono riducibili ad una forza unica. Im- 
perocché (lìg. 32*) quando lo proposto forze si sono 
ridotte ad una forza OP e ad una coppia AQ, BQ' 
supponiamo che R sia il punto d’incontro dello di- 
rezioni di OP, AQ : trasportando OP, AQ parallela- 
mente a se stesse in R , avremo due forze concor- 
renti in questo punto, e si sa che ad esse può sosti- 
tuirsi la loro risultante. Se RS é questa risultante, 
si prolunghi BQ' fino a tanto che la tagli, p. e. in T: 
è chiaro che potremo trasportare lo forze RS, BQ' 
in T, e comporle in una sola. Questa forza è quella 
che può sostituirsi al sistema proposto. 

Prop. III. Se cangiasi l'origine della forza princi- 
pale, la sua intensità e direzione rimane costante , 
ma varia il momento della coppia risultante. 

Si prenda a piacere nel piano delle forze il punloO' 
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ed a questo si applichino due forze O'F, O'F' eguali e 
contrarie, ed eguali e parallele ad OP; ed è chiaro 
che invece di OP avremo la forza O'F, e la coppia OP, 
O'P'. Componendo questa coppia con la coppia risul- 
tante primitiva avremo una forza principale eguale e 
parallela alla primitiva, ed una coppia risultante di- 
versa dalla primitiva. 

Corollario. Se la novella origine si prende sulla di- 
rezione della forza principale , la coppia rimane in- 
variata. 

Prop. IV. Date le intensità e direzioni delle forze, 
e le coordinale dei loro punti di applicazione, trova- 
re l’ intensità e la direzione della forza principale ed 
il momento della coppia risultante. 

Sia (fig. 33*) 0 l’origine della forza principale, ed AP 
una delle forze date. Per 0 e nel piano delle forze si 
conducano due assi rettangolari OX, OY; e la forza AP 
si scomponga in due altre A p, A p' rispettivamente ad 
essi parallelo. Di poi in 0 si applichino quattro for- 
ze, cioè 0 q, Oc/' eguali e contrarie fra loro ed eguali 
e parallele ad A p, ed Or, Or' anche eguali e contra- 
rie fra loro ma eguali e parallele ad Ap' : e chiaro 
che la forza AP verrà sostituita dalle due forze Oc/, 
Or applicate in 0, c dalle due coppie Ap,0q';Ap',0r'. 
La forza Ap si trasporti parallelamente a se stessa 
sino che incontri l’asse OY in tu, e sia ms la sua 
grandezza e posizione dopo questo incontro. Simil- 
mente Ap' si trasporti parallelamente a se stessa si- 
no all’incontro dell’asse OX in n, e sia n t la sua in- 
tensità e direzione corrispondente. Poiché le due 
forze ms, Oq' son eguali , contrarie e perpendicolari 
ad OY', il momento della coppia che esse formano 
sarà= Ap . Oi», e parimente essendo ni, Or 1 perpen- 
dicolari ad OX, il momento della coppia da esse for- 
mata sarà = A p' . On. Ora l’ intensità di AP si ponga 
= P, , l’angolo clic essa forma con l’asse OX si pon- 
ga = *,, e finalmente le coordinate di A siano x lt y,\ 
è chiaro che avremo 

Ap=P I cos* 1 , Ap'=P,sen* I , 0 On=x l , 
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e conseguentemente 

A}> . 0»i = P,;/, cos », , Ap*. On = P,x J son*,. 

Sicccomo dunque queste coppie tendono a far girare 
il sistema in versi opposti, il momento risultante sarà 
P I (x 1 sen* I — «/.cos»,). Operando nello stesso modo 
rispetto alle altre forze P„, P„... P troveremo per 
ciascuna di esse analoghi risultati. Dunque denomi- 
nando X la risultante delle forze applicate in 0 se- 
condo OX, Y la risultante delle forze applicate nello 
stesso punto secondo OY, ed L il momento della cop- 
pia risultante, si avrà 




X=2Pcos», Y=2Psen» 
L=2P(xsena — j/cos») , 


le quali equazioni risolvono il problema proposto. Ed 
invero per avere l'intensità di R, e l’ angolo <p che la 
sua direzione fa coll’asse OX basta conoscere le suo 
proiezioni in questo asse e sull’altro OY, ovvero i va- 
lori di X ed Y. 

Corollario. Se le forze proposte verificano due 
equazioni 


2Pcosa=0, 2Psena=0, 


la forza principale è nulla, ed esse si riducono ad 
una coppia. 

Prop. V. Trovare le condizioni dell'equilibrio di 
un sistema di forze comprese nello stesso piano ed 
applicale a punti invariabilmente connessi. 

Le cagioni che possono produrre il movimento so- 
no la forza principale e la coppia risultante. Dunque 
affinchè non vi sii moto nel sistema de' punti dati o 
ciascuna di queste due cause deve esser nulla, o deb- 
bonsi vicendevolmente distruggere. Questa seconda 
ipotesi 6 assurda, poiché una forza non può distrug- 
gere una coppia , altrimenti questa ammetterebbe 
una risultante. Dunque per l'equilibrio del sistema 
proposto è d’uopo che siano nulle separatamente la 
forza principale e la coppia risultante. 

Corollario I. Dunque le condizioni analitiche dcl- 
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l’equilibrio di un sistema di punti invariabilmente 
connessi e sollecitali da forze comprese in uno stes- 
so piano sono evidentemente 

2Pcos«=0, 5Psen»=0 
2P(x seni — j/cos«) = 0; 

Corollario II. Se nel sistema vi ha un punto fisso , 
la sola condizione die deve verificarsi pel suo equi- 
librio si riduce a 

(2) 5P(a:seni — ycosx)=.0. 

Imperocché se l'origine della forza principale si po- 
ne in quel punto, l’energia della stessa forza è di- 
strutta dalla resistenza di esso punto. Quindi non ri- 
mane che la coppia risultante, il cui momento ha per 
espressione il primo membro della (2) quando l'origine 
delle coordinale si pone anche nel punto fisso. Se poi 
nel sistema vi sono due punti fissi, le forze sono sem- 
pre in equilibrio. Di fatti in questo caso il sistema 
non potrebbe rotare che intorno alla congiungenle 
di quei punti , il che è impossibile essendo le forze 
comprese nello stesso piano che passa per quella 
retta. 

Prof. VI. Trovare l’equazione della retta, secondo 
la quale agisce la risultante di un sistema di forze 
comprese nello stesso piano. 

Sia S la risultante delle proposte forze P 1( P.,...P B ; 
ed x 0 , y 0 le coordinate di un punto qualunque della 
retta, secondo la quale essa agisce, c nel quale può 
sempre trasportarsi parallelamente a sé stessa. Es- 
sendo S la risultante delle forze P,, P„... P„ , il si- 
stema dello forze P„ P,,... P^, — S sarà un sistema 
di forze che si fanno equilibrio; onde denominando 
X 0 , Y 0 le componenti di S parallele ai due assi delle 
coordinate, avremo 

zPcos* — X o =0 , zPsen* — Y o =0 
L ~ Y o a- o '+X o y o = 0. 

L' ultima di quest' equazioni é l'equazione della retta. 
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secondo la quale agisce le risultante. Le prime due 
poi dimostrano rlie la sua intensità eguaglia quella 
della forza principale, e che la sua direzione è pa- 
rallela alla direzione di questa stessa forza. 

CAPITOLO VI. 

Della composizione delle forze applicate ad un si- 
stema rigido e dirette comunque nello spazio, e 
del loro equilibrio. 

l’rop. I. Un sistema di forze, comunque dirette nel- 
lo spazio, può essere sostituito da una forza unica e 
da una coppia. 

Ciascuna dello forze date può essere sostituita da 
una forza eguale e parallela applicata ad un punto O 
scelto ad arbitrio, e da una coppia, come si è dimo- 
strato nel capitolo precedente. Quindi il sistema delle 
forze proposte può essere sostituito da un egual nu- 
mero di forze concorrenti in 0, e da altrettante cop- 
pie poste in diversi piani. I,e forze concorrenti in 0 
possono comporsi in una sola forza, e similmente le 
coppie poste in piani diversi possono comporsi in 
una coppia sola. Dunque è vero il proposto teorema. 

Corollario I. Se la coppia risultante ò zero, le forze 
proposte ammettono una risultante. Se poi la forza 
principale 6 nulla, le forze proposte si riducono ad 
una coppia. 

Corollario II. Se l'origine della forza principale 
varia, ma rimane sempre sulla direzione di questa 
forza, rimane invariata si la forza principale , come 
la coppia risultante. Ma se si prende per novella ori- 
gine della forza principale un punto posto fuori la 
sua direzione, sebbene questa forza rimanga inva- 
riata, lo stesso non avviene della coppia risultante. 
Imperocché in questo secondo caso s’introduce una 
coppia novella, che composta con la primitiva dà per 
coppia risultante una coppia diversa da questa. 

Prop'. II. Un sistema qualunque di forze applicate 
a punii diversi invariabilmente connessi, e dirette 
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conni il quo nello spazio, può ridursi a due forze sole 
non comprese nello slesso piano. 

Sia OR (fìg“ 34“) la forza principale del proposi» si- 
stema. Si trasporli la coppia risultante dal suo piano 
in un piano parallelo che passi perO, c poscia rima- 
nendola in questo piano si trasporli parallelamente a 
se stessa sino a che una delle forze che la compongono 
p. es. AQ passi per 0. Sia OR' la AQ trasportata in 
O: componendo questa forza con OR avremo una ri- 
sultante OS, la quale trovasi nel piano ROR'. Or questo 
piano non comprende l'altra forza RQ'. Dunque il si- 
stema delle forze proposte può ridursi a due forzo 
non 'comprese nello stesso piano. 

Prop. III. Un sistema di forzo nello spazio può ri- 
dursi ad una forza unica e ad una coppia, il cui pia- 
no è perpendicolare alla direzione di questa forza. 

Rappresenti OR la forza principale, e AQ, BQ' la 
coppia risultante del proposto sistema. Decomponga- 
si questa coppia in due altre, la prima delle quali sia 
compresa in un piano che passi per OR, e l'altra in 
un piano perpendicolare a questa; ed indi le forze 
della prima coppia componente si rendano parallele 
ad OR. Denominando F, — F queste forze, avremo in 
uno stesso piano le tre forze parallele OR, F, — F, 
le quali hanno evidentemente per risultante OR. Dun- 
que le forze proposte si riducono alla forza unica OR 
ed alla coppia posta in un piano perpendicolare alla 
alla sua direzione. 

Corollario. Se il piano della coppia risultante è pa- 
rallelo alla forza principale, il proposto sistema delle 
forze ha una risultante. Imperocché in questa ipotesi 
Ja coppia compresa nel piano perpendicolare alla 
forza principale è nulla. 

Prop. IV. Trovare F equazioni che determinano 
l'intensità c la direzione della forza principale, e del 
momento risultante di un dato sistema di forze P,, 
P t , P„... applicate a punti diversi e dirette comun- 
que nello spazio. 

Siano (fig. 35“ ) OX, OY, OZ una terna di assi ret- 
tangolari; O la loro origine; A il punto di applicazio- 
ne di una delle date forze che rappresenteremo per 
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AI*. Scomponiamo questa forza in Irò altre parallele 
ai tre assi, e sicno AQ, AH, AS. Trasportiamo AS in 
B dove il prolungamento della direzione di questa 
forza incontra il piano XOY; da B meniamo la BG 
perpendicolare ad OX; c Dualmente in O ed in G ap- 
plichiamo le quattro forze OH, OH,, CK, CK,, eguali 
e parallelo a BS, , ed opposto a due a duo : ó chiaro 
che in questo modo la forza AS, viene sostituita dal- 
lo cinque forze OH; BS, , GK, ; GK, OH,, le ultime 
quattro delle quali vengono a formare due coppie, la 
prima compresa in un piano perpendicolare ad OX , 
e l’altra compresa in un piano perpendicolare ad OY. 
Rappresentando con P la forza AP, con «, S, y gli an- 
goli che la sua direzione forma coi tre assi delle coor- 
dinate, c con x, y, z le coordinate del punto A , sa- 
ranno 

Pcosy, — Pycosy, -fPicosy 

i valori di OH c de' momenti delle due coppie, al pri- 
mo dei quali abbiamo dato il segno meno , ed all’al- 
tro il segno più, secondo la regola stabilita nello sco- 
lio che siegue la prop. V. del eap. III. Rifatti il primo 
di questi momenti tendo a produrre una rotazione 
dalla sinistra verso la dritta, e l'altro nel verso op- 
posto. Nello stesso modo ad AQ potremo sostituire 
una forza eguale applicata in 0 secondo OX, c duo 
coppie, una compresa nel piano /.OX, e l'altra com- 
presa in un piano parallelo ad XOY; e saranno 

Pcos», — Pzcos», -t-Pycos* 

i valori di detta forza e dei momenti delle due cop- 
pie. Finalmente ad All potremo sostituire una forza 
eguale applicata in O secondo OY, e due coppie, una 
compresa nel piano ZOY, e l’altra in un piano paral- 
lelo ad XOY, e saranno 

Pcos?, +Picos?, — Pxcos? 

i valori di questa forza e de’ momenti di queste cop- 
pie. Ora notiamo che le coppie, i cui momenti sono 
— Pzcos«, I’xcosy, trovatisi in piani paralleli ad 
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XOZ; onde si compongono in una soia coppia com- 
presa in questo piano, che ha per momento 

P(a:cosy — zcos»). 

Nello stesso, modo le due coppie, i cui momenti sono 
Pzcos/3 — Pi/cosy. si compongono in una sola coppia 
posta nel piano YOZ, il cui momento & 

P(zcos0 — ycosy) ; 

e da ultimo anche in una sola coppia posta nel piano 
XOY si compongono le altre duo coppie de' momenti 
Pi/ cosi , — Pxcos^, il momento della quale è 

P(y cos» — xeotp). 

Quindi la forza applicata in A può esser sostituita da 
tre forze 


P cos « , Pcosjì , Pcosy , 

applicate in 0 parallelamente ai tre assi, e da tre 
coppie aventi i medesimi assi ed i momenti eguali 
rispettivamente a 

P(zcosp — j/cosy)., 

P(xcosy — t cosa) , 

P(y cos » — x cos (3). 

Ripetendo per tutte le forze del sistema quanto si ò 
operato rispetto a P, si avranno 3n forze applicale al 
punto 0, dello quali n traggono secondo l'asse delle 
x, n secondo l'asse delle y, ed il secondo l’ asse delle 
z; onde rappresentando con X, Y', Z le somme alge- 
briche di questi tre gruppi di forzo traenti secondo i 
tre assi avremo primamente 

X=EPcos* , Y=EPcosp , Z=£Pcosy. 

Inoltre avremo 3n coppie, n delle quali sono nel pia- 
no XOY, n nel piano ZOX, cd n nel piano YOZ; onde 
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ruppi esentando con L, M. N i momenti dello coppie 
risultanti, relative a ciascun piano, avremo pure 

L=SP(: cos fi — i/cosy) 

M=2I’(.o cos y — i cosa) 

N = XP(t/cosa — xcos£). . 

Da ultimo dinotando con X,|i,v gli angoli della for- 
za principale coi tre assi, con II la sua intensità, 
con l.m.H gli angoli doli' asse della coppia risul- 
tante con gli stessi Ire assi , e con S il suo momento 
si avrà 

R'=X*-t-Y*-t-Z* , 

X Y Z 

COS X= r- , C0S|i=— , COSV = — , 

Il lx II 

S'rsL’+M'+N* ,’ 

, L M N 

cost=— , cos m=:- , cosn=— ■ 

' O O O 

Corollario I. Ragionando come si è fatto a pag. li 
troveremo clic lo condizioni da verificarsi per l'equi- 
librio di un sistema di forze diretto comunque nello 
spazio sono 11=0, S=0, le quali non possono aver 
luogo senza che sia 

X = 0 , Y=0 , Z=0 
L=0 , M = 0 , N = 0. 

Corollario II. L’angolo S che la direzione della 
forza principale fa con l’asse della coppia risultante 
è dato dall' equazione 


XL-t-YM+ZN 



Ma quando il sistema delle forzo proposte si riduce 
ad una forza unica, quest'angolo è retto; onde in 
1 questa ipotesi si ha 

XL+YM+ZN=0. 

Reciprocamente se X,Y,Z,L,M,N verificano l’c- 
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tuazione precedente le forze proposte si riducono 
ad una forza unica. 

Prop. V. Trovare le condizioni dell’equilibrio di 
un solido sostenuto da un fulcro o punto fìsso. 

Allorché un sistema rigido contiene un punto fìsso, 
si può assumere questo punto come origine o punto 
di applicazione della forza principale. In tal caso 
l' equazioni 

SPcos*=0 , lPcos£=0 , zPcosy = 0 

diventano identiche, poiché la forza principale è di- 
strutta dalla resistenza del fulcro, e per l'equilibrio 
del proposto sistema si richiedo che le forze soddi- 
sfacciano alle sole condizioni L=0, M=0, N=0. 

Corollario. Sia (R) la forza che dovrebbe aggiun- 
gersi alle forze del sistema per tenerlo in equilibrio, 
se non vi fosse il fulcro: è chiaro che (R) misura la 
resistenza elio offre questo punto. Siccome questa for- 
za ha lo stesso punto di applicazione della forza prin- 
cipale; cosi non dà origine ad alcuna coppia novella, 
ma soltanto a tre nuove componenti (X), (Y), (Z) pa- 
rallele ai tre assi. In tale ipotesi lo condizioni del- 
l'equilibrio sono 

(Z)-|-zPcos«=0 ; (Y)-f-iPcos|3=0 ; (Z)q-£Pcosy=0 
L=0 , M=0 , N=0. 

Ralle prime tre equazioni risulta evidentemente clic 
(R) deve essere eguale e contraria alla forza princi- 
pale. Ma la pressione che sostiene il fulcro ò eguale 
e contraria alla resistenza, che esso presenta al moto 
del sistema. Dunque la pressione del fulcro è ra|>- 
prosentata nella intensità o nella direzione della 
forza principale. 

Prop. VI. Trovare le condizioni dell’equilibrio di 
un sistema rigido sostenuto da due punti fìssi. 

Siano 0, X i due punti fissi del proposto sistema 
(fig. 30 a ). Prendiamo il punto O per origine o punto 
di applicazione della forza principale , OX per asso 
della componente iP cosa. Inoltre siano OY.OZ gli 
altri due assi di proiezione delle forze, ovvero gli assi 
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delle componenti sP cos/3, sPcosy; ed (R), (R') Io for- 
ze che dovrebbero sostituirsi ai due punti fissi per 
tenere il sistema in equilibrio. La forza (R) es- 
sendo applicala in 0 darà tre componenti (X), (Y), 
(Z) applicate allo stesso punto e computate su i tre 
assi, e la (R') darà tre componenti (X'), (Y')> (Z') ap- 
plicate in X. Trasportando (X') in 0 non si darà luo- 
go ad alcuna coppia. Però trasportando nello stesso 
punto 0 le altre due componenti ( Y').(Z') si darà luogo 
a due coppie , i cui momenti sono (Y').OX ; (Z').OX. 
Ponendo dunque OX = D, lo condizioni di equilibrio 
del proposto solido saranno 

/ (X)+(X') + 5Pcos* = 0 


(1) 

(YB-(Y') + 2Pcos|3 = 0 


( (Z)-|-(Z')-)-5Pcosy = 0 


/ L = 0 

(2) 

| M+I)(Y')=0 


( N — 1)(Z')=0. 


Corollario La prima dell’ equazioni (1) dimostra 
che l’asso OX i sospinto nella sua propria direzione 
dalla forza sPcos*. Le altre quattro forze, ovvero le 
pressioni normali ad OX si hanno agevolmente dalle 
altre equazioni (d) e (2). 

P rop. VII. Un solido è sottoposto all’azione delle 
forze P, , P, , ... P n , che lo tengono equilibrato su di 
un piano : si domandano le condizioni di equilibrio. 

Siano tu i punti, nei quali il solido tocca il piano , 
che supporremo essere XOY; (Z,),(Z,),...(Ziii) le pres- 
sioni esercitate in tali punti; a - ,, i /,;... Km, y m 

le coordinate dei medesimi: è chiaro, per le cose 
dette innanzi, che le cercate condizioni sono 

2Pcos*=0, ZPcos|3=0, N=0 
f Scosy-f-(Z I )-l-(Z 1 )H- . . =0 

( L-t-(Z,)y 1 + (Z,)i/ 1 -t- . -|-(Zm)y,n=0 
V M — (Z,)j, — (Z.)j-,— . . — (Z„) jfm = 0. 


( 3 ) 
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Corollario I. Di queste sci equazioni le ultime tre 
servono a determinare le pressioni su i punti di ap- 
poggio. Questo problema però, in generale, è indeter- 
minato , c diventa determinato nel solo caso che i 
dati punti siano tre. 

Corollario II. Qualunque sia il numero de’ punti, 
nei quali il piano è toccato dal solido, la risultante 
delle forze (Z,), (Z,),..., (Z^) cade dentro il poligono 
convesso, che ha i vertici in quei punti. Quindi per 
l'equilibrio richiedesi sempre che la forza SPcosy 
incontri il piano iu un punto posto dentro il contorno 
di questo poligono. 


CAPITOLO VII. 


Dell'equilibrio del poligono funicolare 
e della catenaria. 


Prop. I. Se tre forzo agiscono per mezzo di tre cor- 
doni riuniti in un sol nodo fisso c sono in equilibrio, 
gli assi dei tre cordoni si trovano in uno stesso pia- 
no, e ciascuna forza ò proporzionale al seno dell' an- 
golo formato dalle altre due. 

Si è dimostralo nel capitolo I. che tre forze appli- 
cate ad uno stesso punto debbono esser compreso iu 
uno stesso piano per poter essere in equilibrio. Dun- 
que siccome gli assi dei cordoni rappresentano le di- 
rezioni delle forze applicate al nodo, questi assi sa- 
ranno in uno stesso piano. Inoltre essendo le tre 
forze in equilibrio, ciascuna di esse è eguale e con- 
traria alla risultante delle altre due. Ora fra la risul- 
tante di due forze applicate ad uno stesso punto e lo 
componenti esiste precisamente la proporzione di 
sopra enunciata. Dunque ò voro il proposto teorema. 

Corollario I. Se ( lìg. 37°) 1*, Q, R sono tre forze 
che agiscono sul nodo N mediante i tre cordoni NA, 
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NB, NC, sarà 

(i) _L_ = _Q_ = _]L_. 

senBNC scnANC senANB 

Corollario II. Se R rappresenta il peso di lulta la 
fune ANB, e si suppone l'angolo ANB=180°, la fune 
è tesa in linea retta, e risulta P=oo , Q=» . Dun- 
que non vi sono sforzi bastevoli per tener distesa in 
linea retta una corda pesante, quando questa non è 
verticale, 

Corollario III. Se la direzione di R taglia per metà 
l'angolo ANI! che formano i due cordoni, si ha 


(2) 


r=Q= 


2 cosi ANB ’ 


c bisognerà applicare ai due capi A, B due forze 
eguali per equilibrare R. 

Scolio. Le tensioni che soffrono i cordoni NA, NB 
coincidono evidentemente in intensità e direzione 
colle forze P, Q. E se invece di supporre applicate 
in A e B le forze P, Q, questi punti si suppongono 
fissi , lo pressioni corrispondenti risultano eguali 
e contrarie a P, Q. Dunque l' equazioni (1) servono 
a trovare si le tensioni de’ cordoni, si le pressioni 
che sostengono i fulcri, se a questi sono attaccati i 
cordoni medesimi. 

Prop. II. 11 poligono funicolare ANN"B ( fig. 38") 
è sollecitato dalle forze F, P, P', P", P'", F' : si do- 
mandano le condizioni necessarie a verificarsi, affin- 
chè tengasi in equilibrio. 

Se nel proposto sistema ciascun punto di applica- 
zione delle forze si suppone in equilibrio indipen- 
dentemente dagli altri, l'equilibrio del sistema 6 po- 
sto fuori di ogni dubbio. Le forze r.he agiscono su 
ciascun vertice del poligono sono la forza che vi è 
applicala, c le tensioni de’due cordoni che in esso si 
riuniscono. Ora per l'equilibrio di ciascuno di questi 
punti si richiede che le forze ad essi applicate siauo 
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in uno slesso piano, e soddisfacciano all’ equazioni (1 ). 
Dunque per l'equilibrio del poligono proposto si ri- 
chiedo che denominando T , T\ T", T'", T‘ v le ten- 
sioni de’ lati AN, NN', N'N", N"N"', N"'D, si abbia 

f T _ T' _ P 

1 senPNN' scn I’NA scn ANN' 

(3) l 

' ' I qv qv/ p/ 

\, senP'N'N" senP'N'N senNN'N" ’ 


ec. ec. cc. 

È evidente poi che le tensioni dei due lati estremi 
AN, BN"' sono rappresentate dalle forze F, F'. 

Corollario I. Se lo forze P, P', P",... dividono per 
metà gli angoli ANN', NN'N",... ciascuna dello rela- 
zioni (3) dovendo diventare identica con la (2) , si 
avrà T=T'=T"=..., cioè i cordoni saranno egual- 
mente lesi. Inoltre il valore della tensione di un cor- 
done qualunque, sarà espressa dalla metà di una for- 
za qualunque divisa pel coseno dell’angolo che fa 
col cordone, al cui estremo essa è applicata. 

Corollario II. Se il poligono è chiuso e regolare, ri- 
sultano tutti eguali fra loro gli angoli ANN’, NN'N'',.. 
e quindi eguali tutto lo forze. Sia C il centro del 
cerchio circoscritto al poligono: congiunti i raggi CN, 
CN', si ha 


NN' P 

_=: 2 cosCON'= r . 


onde quando il poligono funicolare 6 chiuso e rego- 
lare, il valore della forza è quarto proporzionale in 
ordine al raggio del cerchio circoscritto, al lato del 
poligono ed alla tensione. 

Prop. III. Nel poligono funicolare in equilibrio 
ciascun cordone è leso dalla forza che lo investe, 
come lo sarebbe dalla risultante di tutte le forze pre- 
cedenti, se ad esso si applicassero parallelamente 
alle loro direzioni. 
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Essendo il poligono in equilibrio, lo sarà ancora 
quando i suoi lati si suppongono perfettamente inva- 
riabili a guisa di verghe rigide, serbando le primiti- 
ve lunghezze. Consideriamo adesso la tensione di un 
lato qualunque, p. e. N''N"\ siccome questa deve es- 
sere eguale e contraria alla risultante di tutte le al- 
tre trasportate parallelamente a se stesse nel suo 
punto di applicazione; ne viene per conseguenza che 
le forze P, P', P" trasportato in N"' debbono dare 
per risultante una forza eguale e contraria alla ten- 
sione del lato N"N'". 

Prop. IV. Trovare le condizioni dell’ equilibrio di 
un poligono funicolare sottoposto all’azione di forze 
parallele. 

Per l’equilibrio del punto N si richiede che le tre 
rette AN, NP, NN' siano in uno stesso piano; e simil- 
mente per l’equilibrio del punto N' è d’uopo che le 
tre rette NN', N'P', N'N" siano anche in uno stesso 
piano. Ma per ipotesi la rette NP, N'P' sono paralle- 
lo, e quindi in un medesimo piano con NN’. Dunque 
i piani che passano per i due sistemi di rette AN, 
NP, NN'; NN', NP, N'N'' si confondono. Proseguendo 
a ragionare nello stesso modo troveremo che la pri- 
ma condizione per l'equilibrio del proposto poligono 
si ò che tutti i suoi lati e tutte le forze siano in un 
solo e medesimo piano. Inoltre pongasi PNA=», 
PNN' =*' ; P'N'N=j3 , P'N'N"=/3'; P"N"N'=y , 
P"N"N"'=y';... , e dalle (3) avremo 

Psen* P'sen?' P'senp _ P"seny 

scn {* 4 -»') sen ’ sen((3-+-j3')~sen(y-)-y')’'' 

E siccome nella ipotesi presente si ha sen *'=scn;J, 
sen£'=scny,... cosi avremo pure 

P sen «sena' P'scnjSsen P" sen y sen y' 

scn (* + »') sen((3+jS') sen(y-)-y') 

la quale relazione con facili trasformazioni diventa 
P _ P' _ P" 
col * + co t *' col j3 -f- cot j3' coty + coty' 
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e dimostra che la seconda condizione necessaria per 
l' equilibrio del proposto poligono si 6 che ciascuna 
forza divida l'angolo del poligono, al cui vertice è ap- 
plicala, in modo che la sua intensità sia proporzio- 
nale alla somma delle cotangenli di queste due parli. 

Corollario /. Le quantità T.senPNA, T'.senP'N'N, 
T".senP"N"N',... rappresentano le tensioni de' lati 
AN, NN', N'N",... perpendicolari alla direzione delle 
forze. Dunque nel poligono funicolare equilibrato da 
forze parallele la tensione di ciascun lato perpendi- 
colare alla direzione delle forze 6 costante. 

Corollario li. Supponendo inflessibili i lati del po- 
ligono, l’equilibrio non si turba, ed in tale ipotesi le 
forze hanno una risultante R compresa nello stesso 
loro piano. Affinchè questa forza 11 possa farsi equi- 
librio colle forze F, F', è necessario che sia eguale 
e contraria alla loro risultante. Dunque le direzioni 
delle tre forze R, F, F', hanno lo stesso punto di 
convergenza. 

Corollario III. Dunque se le forze parallele appli- 
cate al poligono sono altrettanti pesi, le tensioni dei 
lati estremi e la verticale condotta, pel centro di gra- 
vità di cotesti pesi si taglieranno in uno stesso punto. 

Corollario IV. Siano X, X' le proiezioni di F, F' 
ovvero delle tensioni de’ lati estremi su di una retta 
perpendicolare alla direzione delle forze; Y,Y' le pro- 
iezioni delle stesse F, F' su di una retta parallela 
alle forze; avremo per 1’ equilibrio del poligono 

X -(-X'=0 ; ZP — Y — Y'=0 , 

rappresentando con ZP la somma algebrica di tutte 
le forze. Dunque nel poligono funicolare equilibrato 
da forze parallele le tensioni de’ due lati estremi per- 
pendicolari alla direzione delle forze sono eguali e 
contrarie, e la somma delle tensioni parallele alle 
forze eguaglia la risultante delle stesse forze. 

Scolio. Dicesi catenaria quella curva , secondo la 
quale si compone in equilibrio una corda pesante 
sostenuta o fissa nelle sue estremità. Questa curva è 
lidia compresa nel piano verticale che passa pei 
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punl.i di sospensione della corda. Ed in vero la ca- 
tenaria può considerarsi come un poligono funico- 
lare infinilalero sollecitato da forze parallele. 

Prop. V. Nella catenaria in equilibrio la tensione 
in un punto qualunque M eguaglia il peso dell'arco, 
eh' è compreso fra questo punto ed il punto infimo 
della curva, diviso pel seno dell’angolo che fa col- 
l'orizzonte la tangente condotta in M. 

Sia B ( fig. 39* ) il punto infimo della catenaria; I1B' 
la tangente condotta alla curva in questo punto, e per 
conseguenza parallela all'orizzonte; MM 1 la tangente 
condotta in M; Il il punto d’incontro di queste due 
rette. Poiché le tensioni ne' punti B, M si esercitano 
secondo le rette BB 1 , MH, e queste forze debbono 
equilibrarsi col peso dell'arco BM, è mestieri che 
questo peso si trovi raccolto nel punto F posto sulla 
verticale che passa per li. Ciò posto, denominando 
Q il peso dell’arco BM, T la tensione che si esercita 
in M, si avrà la proporzione 

T : Q=1 : senMHB , 


essendo retto l’ angolo FIIB. Ma MHB = 480° — MHB'; 
onde 


(*) 


Q 


'seuMIIB' ’ 


come doveva dimostrarsi. 

Corollario I. Denominando K la tensione nel punto 
infimo B della curva, si ha pure 


( 5 ) 


T = 


K 

cosMUB' ’ 


poiché T è eguale e contraria alla risultante di Q e K. 
Dunque nella catenaria in equilibrio la tensione in 
un dato punto è reciprocamente proporzionale al co- 
seno dell'angolo, che fa coll' orizzonto la tangente 
condotta in questo punto alla curva. Inoltre l' equa- 
zioni (4) c (5) porgono 

T*= Q’+ H* 
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ponendo mente alla relazione 

sen*MHB'-f- cos* MHB'= 1 . 

Corollario II. Quando la catenaria si suppone uni- 
forme, il peso di ciascuno dei suoi archi ù proporzio- 
nale alla propria lunghezza. Ponendo l’arco B.\[=rs, 
avremo Q=gs, rappresentando g la gravila; e le pre- 
cedenti equazioni, se si fa <p=MHB', diventano 

(6) T=-^-=— , 

sentp cos<y 

(7) T*=gV+K\ 

Da quest’ equazioni si deduce 

K 

s=-tg<p , 

9 

clic è l’equazione della catenaria omogenea. La ca- 
tenaria omogenea dunque è una curva tale, che la 
tangente della sua inclinazione rispetto all’orizzonte 
cresce proporzionalmente all’arco computato dal pun- 
to più basso, e si compone di due rami simmetrici ri- 
spetto alla verticale elevala da questo stesso punto. 


CAPITOLO Vili. 

Del principio delle velocità virtuali. 

Rappresenti A (Dg. 40*) un punto, cui sia applica- 
ta la forza AP: se per un minimo impulso, indipen- 
dente dall’azione della forza, questo punto si traspor- 
la nella posizione infinitamente vicina A', lo spazia- 
to A A' dicesi velocità virtuale del punto A. Abbassan- 
do poi dal punto A' la perpendicolare A’B sulla dire- 
zione della forza AB, e formando il prodotto AP.AB, 
si avrà il momento virtuale od il lavoro virtuale della 
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forza proposta. Al lavoro virtuale daremo il segno -|- 
o — secondocliè AB si computa nello stesso verso 
della forza o nel verso opposto. E se dal punto P si 
abbassa la perpendicolare PP' sulla direzione di AA', 
il detto lavoro virtuale potrà rappresentarsi anche 
per AP'.AA’, come risulta evidente dalla somiglianza 
dei triangoli APP', AA'B. 

Prop. I. Se un sistema di forze comunque dirette 
nello spazio concorre in un sol punto, il lavoro vir- 
tuale della loro risultante eguaglia la somma algebri- 
ca dei lavori delle singole componenti. 

Rappresenti A il punto di concorso dello forze P,, 
Pg , . . . i P B comunque dirette nello spazio; R la loro ri- 
sultante; » la velocità virtuale di A; », <p gli 

angoli che la direzione di questa retta infinitesima 
fa con le forze anzidetle. Proiettando il sistema delle 
forze P t , P,,..., P„, R sulla direzione di s, avremo per 
un canone della teorica dcdla composizione delle for- 
ze Rcos<p = 2Pcos», e conseguentemente 

Rs cos9=5P<jcos». 

Ma se dinotiamo con p,, p„, r le proiezioni di » 

sulle direzioni delle forze, si ha 

p^acos»,, p,=ocos», , ... p B =»cos» n , r=scos<p. 

Dunque Rr=5Pp, come dovevasi dimostrare. 

Corollario I. Se il punto A è in equilibrio sotto l'a- 
zione delle forze P,, P,,..., P n , si ha 2Pp = 0, e re- 
reciprocamcnte. Di fatti se il punto A 6 in equilibrio, 
bisogna che sia R=0, il che importa l' annullamento 
della somma dei momenti virtuali 5Pp. Viceversa 
se EPp=0, si ha pure Rr=0. Ma « rappresenta la 
velocità virtuale di A, cioè lo spazietlo che quel punto 
può percorrere a cagione di qualunque minimo im- 
pulso estraneo all' azione delle forze , e quindi non 
può essere =0. Quindi neppure r potrà essere nul- 
la , eccetto quando o riesca perpendicolare ad R , il 
che è sempre possibile ad evitarsi. E però risulta 
R=0, cioè il punto A è in equilibrio. 
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Corollario II. Allorché il punto A si trova su di una 
curva o superficie resistente, il suo equilibrio richie- 
do che II sia perpendicolare alla data curva o super- 
ficie. Ma in questo caso a deve essere un archetto 
appartenente alla curva o tracciato sulla superficie ; 
per cui risulta r=0, e quindi 

SPp=0. 

Dunque se un punto, sia libero, sia costretto a resta- 
re su di una curva o superficie resistente, è in equi- 
librio, si verifica sempre questa equazione. 

Prop. II. Se all'estremità di una verga rigida si 
applicano due forze eguali e contrarie dirette secon- 
do la stessa retta, i loro momenti virtuali saranno 
eguali e di segno contrario. 

Sia AB (fig. 41*) la verga rigida, alle cui estremità 
A , lì siano applicate due forze eguali e contrarie 
coincidenti con essa nella direzione. Supponiamo cho 
i punti A, B passino rispettivamente in A', B' a ca- 
gione di un piccolo movimento indipendente dall’a- 
zione delle forze. Dal punto A' si conduca la A'G per- 
pendicolare ad AB, e per questa retta un piano per- 
pendicolare ad A'C. Inoltre sia B'D la perpendicola- 
re condotta da B' su questo piano; e congiunta la CD, 
da D si tiri DE perpendicolare ad AB, e si congiunga 
la EB'. Siccome da questa costruzione risulta B'E 
perpendicolare ad AB, sarà CE la proiezione di A'B' 
sulla retta AB. Ora si ha manifestamente 

CE= CD cos DCE = A'B' cos DCE cos y , 

posto —v l'angolo che A'B' fa con CD. Ma questi due 
angoli sono infinitesimi; onde senza sensibile errore 
ai loro coseni si può sostituire l’uuità, e riguardare 

CE=A'B'=AB. 

Ma si ha evidentemente 

AB = AC+CB— BE , 
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onde sostituendo per CD il suo valore, e riducendo 
avremo 


AC = BE. 

Ora AC e DE si computano nella stessa direzione e 
le forze hanno direzioni opposte. Quindi il momento 
virtuale P.AC della forza applicata in A , e P.BE ov- 
vero il momento della forza applicata in U sono eguali 
e contrari, o però è vero il proposto teorema. 

Prop. III. Se n punti di un sistema invariabile so- 
no tenuti in equilibrio dalle forze P,, P, P„, la 

somma dei momenti virtuali di queste forze =0. 

Supponiamo per maggior semplicità che i punti dui 
sistema, a cui sono applicate le forze, siano A,, A,, 
A,, A 4 . Essendo il sistema di figura invariabile, cia- 
scun punto avrà un legame con gli altri. Se rappre- 
sentiamo con (1,2), (1,3), (1,4) le trazioni clic A,, A,, 
A 4 esercitano su di A, e con a,,., a,„, a,, 4 le proie- 
zioni della velocità virtuale di A, sulle loro direzioni, 
avremo per l’equilibrio di A, 


I\p,+ (! >2)a,„ -+- (1 ,3)a,„ + (1 ,4)a„ 4 = 0. 
Similmente avremo per l’equilibrio di A„ A,, A 4 
(2,1)0,,,-!- (2,3)0,,, + (2,4), u =0 , 

P,p. -h (3,1)0,,, -|- (3,2)a,„ + (3,4)„ 4 = 0 , 
I>*+ (4,l)a„ 4 +(i,2)a„ 4 4- (4,3)„ 4 =0. 

Addizionando tutte quest’ equazioni , ed osservando 
clic per l'invariabilità del sistema si ha in generale 
(i,/i)= — (k,i), troveremo 

BjJ, + l’.P, -t-P 3 P,-+- l’*p 4 = 0. 

Lo stesso risultato si ottiene se il numero de’ punti 
A,, A,,..., A„ è qualunque. Quindi possiamo stabilire 
l’ equazione 

( 1 ) 


SPp=0. 
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Corollario. Se alcuni dei punti A„ A,,..., A„ sono 
costretti a rimanere sopra curve o superficie resi- 
stenti, le proiezioni dello loro velocità virtuali sullo 
direzioni delle forze, che rappresentano le resisten- 
ze da tali curve o superficie provenienti, sono =0. 
Se poi alcuni di questi punti sono fissi, le loro velo- 
cità virtuali sono nulle. Quindi l’equazione (1) ha 
luogo ogni volta che si verifica l'equilibrio di un si- 
stema invariabile comunque condizionato. 

Scolio. Il teorema precedente vale anche pe' siste- 
mi di figura variabile, quando il movimento virtuale 
s'imprime ad essi per modo che la posizione ri- 
spettiva delle parti rimane invariata. Imperocché 
in tal caso ai ligami variabili del sistema possiamo 
sostituire legami invariabili, senza che si alteri il 
suo equilibrio; onde siccome nella durata del movi- 
mento virtuale è permesso di considerarlo come rigi- 
do, cosi gli si può applicare il ragionamento della 
prop. III. 

Corollario. Dunque per un sistema qualunque di 
punti in equilibrio la somma de’ momenti virtuali è 
sempre nulla. 

Prop. IV. Se le forze applicate ad un sistema di 
punti verificano l' equazione (I), esse sono in equi- 
librio. 

Supponiamo per poco che avvenga il contrario, 
cioè che mentre le date forze soddisfano all’ equa- 
zione. 

2 P |>=0 , 

i loro punti di applicazione A, ; A a , ... A n percorrano 
in un tempuscolo infinitcsimorglispazicttis, ,®, 
è chiaro che se R,, R, ,...R a rappresentano le forze 
che bisogna applicare ai detti punti per tenerli in 
equilibrio , si avrà 

ZPp4-2Rr=0, 

la qual’ equazione in virtù della precedente si tra- 
duce in 

2Rr=0. 
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Ora è da osservarsi che le direzioni delle forze Ri, 
II,,..., R, debbono essere opposte a quelle di o, , », , 
a,; e che essendo arbitrario il movimento che può 
farsi prendere al sistema indipendentemente dall'a- 
zione delle forze, questo si può produrre in modo clic 
abbiasi 

r t = a, , r,= » »\,= v 

Dunque sarà in tal caso 

2R»=0. 

Ma essendo ciascun fattore R di segno contrario al 
corrispondente fattore », lutti i termini di questa 
somma hanno lo stesso segno. Dunque perché siffat- 
ta equazione rimanga soddisfatta è mestieri che cia- 
scun termine R» sia da se stesso =0. Ciò importa 
che non potendo esser nulle le quantità »,,»,,...»,, 
debbono esser nulle R,, R,,.., R„ , e clic il sistema é 
in equilibrio sotto l’azione delle forze P„ P,,..., P,. 

Prop. V. Se un sistema di pesi è in equilibrio, 
dando al sistema un minimo movimento, il centro di 
gravità non si alza nè si abbassa. 

Se P,, P,,..., P B sono i pesi del sistema; 
le perpendicolari condotte dai loro punti di applica- 
zione ad un piano orizzontale; Z la perpendicolare 
condotta dal centro di gravità del sistema a questo 
piano medesimo: sarà 



Ora supponiamo che per un piccolo movimento im- 
presso al sistema le s„ z,,..., r, Z siano diventale 
2«+», -+-««> Z-t-n, ed avremo 

_ EPz 2P« 

Z + a jp jp 

Quindi risulta 

SPi 

T,— lp ' 
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Ma, essendo in equilibrio il sistema, è mestieri clic 
sia 2P=;0. Dunque n=0, come era da dimostrarsi. 

l’rop. VI. Verificare i'cquazioni, clic esprimono 
l'equilibrio di un solido libero, merci il principio 
del travaglio virtuale. 

Supponiamo il solido riferito a tre assi rettangolari 
OX,OY,OZ; e sia A il punto di applicazione della forza 
I';X,Y,Z; le compendili di questa forza parallele ai 
tre assi; x , y , : le coordinate di A. Se si fa subire al 
solido un movimento infinitamente piccolo parallelo 
ad OX, lutti i suoi punti riceveranno lo stesso sposta- 
mento clic dinoteremo per»; ed il triangolo virtuale 
delle forze del sistema si riduce alla somma algebri- 
ca delle componenti parallele ad OX moltiplicala per 
questo spostamento infinitesimo, cioè ad ». 2. Egua- 
gliando a zero questa espressione, c sopprimendo 
il fattore », verrà 2X=0. In egual modo trovere- 
mo 2Y = 0,2Z = 0, secondo che supporremo che il 
solido abbia uno spostamento infinitesimo paralle- 
lo all' uno o all’ altro degli assi rimanenti. Inoltre 
se al sistema si fa subire un minimo movimento di 
rotazione intorno all’asso OZ, ogni suo punto descri- 
ve un minimo arco di cerchio parallelo al piano XOF 
avente per raggio la sua distanza da OZ. Or sia 
( fig. 41”) Art l’archetto circolare descritto dal pun- 
to A del solido ; mn la sua proiezione nel piano 
XOY-,mp,n<] le perpendicolari condotte dam.nsul- 
)' asse OX; mr la perpendicolare condotta da m su di 
nq;Om,On lo congiungenti di 0 con m,n: è evi- 
dente che mn—\a , e le proiezioni Ao sugli assi 
OX,OY sono — nir.m, poiché crescendo Ao, dimi- 
nuisce Op e cresce pm. Dunque dinotando con J) la 
proiezione di Ao sulla direzione di P, sarà 

Pp= Y.zn — X.mr. 

Inoltre dai triangoli simili nmr.Omp si ottengono le 
relazioni 


mi — 


mn tj 
Om 1 


Om 


9 
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e però risulta 


Pp =ó^ Y *- X! ' ) ’ 

Ma essendo inviaribile il sistema, pel minimo movi- 
mento di rotazione, che gli si è comunicalo, i suoi 
punti posti alla stessa distanza da OZ descrivono 
archi circolari eguali, e quelli posti a diverse di- 
- stanze da OZ descrivono archi simili. Dunque il rap- 
ini» . . . . 

porto — — è una quantità costante per lutti 1 punti 

del sistema, e si ha 




Pereiódovendo essere per l’equilibrio £Pp=0, l'equa- 
zione si traduce in I(X; / — Ya:)=0. Nello stesso modo 
imprimendo al sistema una minime rotazione intor- 
no ad UY, troveremo StZar — Xz)=0; come pure impri- 
mendogli una minima rotazione intorno ad OX si ot- 
terrà 2(Xz — Z»/)=0. 


CSX22 
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LIBRO SECONDO 


DINAMICA 


CAPITOLO PRIMO 

Relazioni fra Io spazio , il tempo , la velocità 
e la forza. 

Un punto dicesi in movimento allorché occupa suc- 
cessivamente luoghi diversi. Questo movimento é ret- 
tilineo o curvilineo, ma in entrambi i casi necessa- 
riamente continuo, poiché un mobile non può passa- 
re da un luogo ad un altro senza occupare successi- 
vamente i luoghi intermedi. 

La linea, che percorre un punto nel suo movimen- 
to, dicesi traiettoria. 

Il moto distingucsi pure in uniforme e vario, se- 
condo che sono eguali o disuguali gli spazi percorsi 
dal mobile in eguali e successivi intervalli di tempo 
comunque piccoli. 

Prop. /. Rappresenti MN (fig. 42") la traiettoria per- 
corsa da un punto materiale nel suo movimento; MH; 
HI, IK,.... le porzioni della stessa percorse in suc- 
cessivi ed eguali intervalli minimi di tempo ?. Si 
traccino due assi rettangolari AX, AY; e tagliati sul- 
l'asse AX i segmenti AB , HC , CD,... tutti = r, pei 
punti IÌ,C,D... si elevino le perpendicolari BB'=MH, 
CC'=MI,1)D'=MK;...: dico che la serie de' punti 
A , B', C' , D'... si troverà su di una linea retta, ovve- 
ro su di una linea curva, secondo che il moto é uni- 
forme o vario. 
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Allorché il moto è uniformo si ha 

niy_cc' 

All " AG — ’ 

onde congiunto il punto A coi punti B' , C', D' 
per mezzo di lince rette, si ottiene una serie di trian- 
goli simili, i quali hanno in A un angolo comune. In 
conseguenza i lati AB' , AC' , AD',.., di questi trian- 
goli debbono essere adagiati su di una stessa retta, 

che sarà il luogo geometrico dei punti B',C',D', 

Quando poi il moto è vario, il rapporto fra le ascisse 
AB, AC, AB,... e le corrispondenti ordinate BB' , 
CC.',DD',... è anch'esso vario; ed i punti A ,B',C', 
D',... saranno altrettanti vertici di un poligono, il 
quale attesa la continuità del moto, convergerà ad 
una certa curva. Questa curva suole appellarsi Info- 
cale degli spazi, c non deve confondersi con la tra- 
iettoria del mobile. 

Corollario I. Alla curva AF s’inscriva il poligono 
AB'C'D'...: è chiaro che se i segmenti AB ,BC,CB,... 
dell’asse AX sono infinitamente piccoli, tali saranno 
pure gli archi AB' ,B'C' ,C'D',... e potranno per con- 
seguenza confondersi con le corde che li sottendono. 
Ba ciò conseguita che il moto vario può considerarsi 
come una successione continua di movimenti equabi- 
li di durata infinitesima, in ciascuno dei quali il rap- 
porto dello spazio al tempo differisce dal precedente. 

Scolio. I.a velocità di un mobile è il rapporto fra lo 
spazio ed il tempo impiegato a percorrerlo unifor- 
memente. 

Corollario II. Bunque nel moto equabile la velo- 
cità eguaglia si il rapporto tra una porzione qualun- 
que dello spazio ed il tempo impiegato a percorrerla, 
quanto lo spazio intero percorso in un dato tempo di- 
viso per questo tempo medesimo. 

Prop. II. Nel moto vario la velocità cangia di va- 
lere alla fine di ogni tempuscolo r infinitesimo, e si 
esprime dividendo per questo tempuscolo lo spazietlo 
in esso percorso. 

Sia e la velocità del mobile alla fine del tempo 


- — — 
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In velocità dolio slesso alla fine del tempo 
l-f-r,s lo spazielto clic effettivamente descrivo il mo- 
llile nel tempuscolo r. Se il mollile in questo piccolo 
intervallo di tempo fosse animato dalla costante ve- 
locità v, percorrerebbe lo spazio vr<»; e se per con- 
trario in tutta la durata del tempuscolo r fosse inve- 
stito dalla velocita o-t-*, percorrerebbe lo spazio 
Da queste due ineguaglianze ricaviamo 

9 

Ora « è quantità piccolissima rispetto a v, e tanto piu 
piccola quanto lo è r. Dunque quando t si assume di 
tale piccolezza , da non potersene concepire altra 
minore, anche « è quantità evanescente; c senza 
sensibile errore potendo trascurarsi « rispetto alla 
quantità finita », si ha 

9 

T 

Corollario. Sull'asse dei tempi AX si prendano 
ileo punti vicinissimi C,l); ed elevale da questi pun- 
ti le perpendicolari OC', DD', si prolunghino fino al- 
riuconlro della curva degli spazi in C' , 1)', e da 
si meni C'C' perpendicolare a DD'. l'cr cià che si è 
dimostralo poco innanzi sarà 

DD'— CC' _C"D' 

CD — CD ’ 

la misura della velocità ilei mobile alla fine del tempo 
(=.VC. Ma quando CD è quantità infinitesima, questo 
rapporto misura la tangente trigonometrica dell'an- 
golo che l'asse AX fa con la retta clic tocca in C la 
curva degli spazi. Dunque se si costruisce questa 
curva, c si vuole la velocità del mobile alla line di 
un tempo qualunque, basta condurre la tangente nel 
punto ili essa curva corrispondente al tempo dato , c 
calcolare la tangente trigonometrica deli angolo che 
questa retta fa coll’ asse dei tempi. 
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Scolio I. V accelerazione della velocità è l'aumen- 
to o la diminuzione che riceve il suo valore a capo di 
ogni tempuscolo infinitesimo. Quando l'accelerazione 
tende ad aumentare il valore della velocità, il moto 
ditesi accelerato, e dicesi ritardato nel caso opposto. 
Kd il detto moto è uniformemente accelerato o ritar- 
dato secondo che la velocità alla fine di tempuscoli 
eguali acquista eguali aumenti o diminuzioni nel suo 
valore. In ogni altro caso il moto dicesi vario. 

Scolio II. La forza acccleratrice di un punto è la ca- 
gione che produce 1' accelerazione nella sua velocità. 
Si può supporre che questa forza agisca per impulsi 
successivi e continui sul mobile. Quindi la misura del- 
l'intensità di questa forza corrispondente a ciascuno 
impulso è il grado di accelerazione , che essa produ- 
ce. Allorché la forza acceleratrice nei successivi tem- 
puscoli eguali, in cui può dividersi una durata qua- 
lunque, produce eguali accelerazioni, dicesi costan- 
te, e dicesi variabile so in questi successivi tempu- 
scoli produce disuguali accelerazioni. In quest'ulti- 
mo caso però non ci allontaniamo molto dal vero sup- 
ponendo che gl' impulsi, con cui agisce la forza acce- 
leratrice in un brevissimo intervallo di tempo, sono 
eguali fra loro, e che la loro energia varia da un 
tempuscolo al seguente. 

l'rop. III. La forza acceleratrice di un punto in mo- 
vimento in un tempo dato si misura per l'accelera- 
zione, che ha luogo nella sua velocità nel tempuscolo 
che siegue il dotto tempo, divisa per lo stesso tem- 
puscolo. 

Se nel tempo infinitesimo ; si suppongono conte- 
nuti n istanti, l’accelerazione s può considerarsi 
come prodotta da n eguali impulsi della forza ac- 
celeratricc sul mobile; e però denominando <p questa 
forza, può stabilirsi la proporzione 

I : r = q> : e , 

dalla quale risulta 



«urne doveva dimostrarsi. 
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Pro}). IV. Trovare le leggi principali del moto uni- 
forme. 

Nel molo uniforme la forza acccleratrice è nulla. 
Quindi lo studio delle leggi del moto uniforme si li- 
mita a cercare i rapporti fra lo spazio, il tempo e la 
velocità. Unpprescnlino S,S' gli spazi percorsi da 
due mobili con movimento uniformo nei tempi T , T' 
e colle velocità V , V', e sarà 



avveramento 


V : 

T T' 


Dunque nel moto uniforme le velocità sono diretta- 
mente proporzionali agli spazi, ed inversamente ai 
tempi impiegali a percorrerli. E però l.“ se T=T' , 
le velocità risulteranno direttamente proporzionali 
agli spazi ; 2.° se S = S', le velocità saranno inversa- 
mente proporzionali ai tempi. 


CAPITOLO II. 

Applicazione delle forinole precedenti a vari casi 
del movimento rettilineo 

Prop. I. Nel moto equabilmente acceleralo, par- 
tendo il mobile dalla quiete, lo spazio da esso per- 
corso in un dato tempo eguaglia la metà della forza 
acceleratrice moltiplicata pel quadrato del tempo 
dato. 

Rappresenti t il dato intervallo di tempo, o suppon- 
gasi diviso in » tempuscoli eguali e piccolissimi r. 
Poiché nel moto uniformemente accelerato ? è quan- 
tità costante e positiva, saranno 

V . 2<pr in? 1 
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le velocità del mobile durante i successivi tempii- 
scoli r. Siccome però in ciascuno di questi intervalli 
di tempo possono le corrispondenti velocità riguar- 
darti come costanti, cosi gli spaiti in essi percorsi 
saranno 

or* , Uor* lift* , 

c quindi lo spazio s percorso nel dato intervallo di 
tempo t verrà dato dalla equazione 

o:*t 11 -f- i ) 

»=r*(i +2+ --+-»)= - k, • 

Ora essendo f = m, questa equazione si traduce al- 
tresi in 



Ma, attesa la continuità del moto, r converge al limi- 
to zero. In conseguenza n converge al limite = oc, e 
la precedente equazione diventa 

(1) S=i<ft* 

come dovevasi dimostrare. 

Corollario I. Essendo v=ft , dall' eliminazione 
di t fra questa equazione eia precedente risulta 



Laonde nel moto uniformemente acceleralo gli spazi 
sieguono la ragione dei quadrali delle velocità. 

Corollario II. Punendo successivamente 2 i, 3( ,... 
in luogo di t nella (1), e rappresentando con s",... 
gli spazi percorsi in questi intervalli di tempo, risulta 

s'=if(2l)«, s"=;<p{3()* 

e quindi 

s' — srrl-fl’, s" — s'=| 9 <* 

Laonde nel moto uniformemente accelerato gli spazi 
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descritti in eguali e successivi intervalli di tempo sie- 
guono la ragione dei numeri impari 1,3, 5... 

Corollario III. Denominando S lo spazio , che un 
punto percorre con molo uniforme nel tempo / e con 
velocità », si haS=«t. Ma dalla (1) risulta s = | vt. 
In conseguenza s=jS ; cioè se un punto nel tempo t 
percorre lo spazio s con moto uniformemente accele- 
rato, ed alla fine di questo tempo continua a muo- 
versi equabilmente con 1' acquistata velocità u e per 
un eguale intervallo di tempo , esso percorre nel 
secondo intervallo di tempo t uno spazio doppio del 
primo. 

Corollario IV. Se il mobile non parto dalla quiete, 
ma ha una velocità impressa c, le velocità che possie- 
de alla fine del primo, secondo,... n ,imo tempuscolo 
r sono 

C — f— «pr , cH- 2ipr C-t-Hipr 

c gli spazi percorsi con siffatte celerità 

cr-t-<pr* , cr-t-2tp:“ Ct-f-nifr’ : 

in guisa che lo spazio totale percorso è 

s = ncr + -j -l-t)= et + l-t~ 

Ponendo in questa equazione n=oo , risulta 
s=ct -I- |<pt*. 



Inoltre la velocità v alla fine del tempo t è 


onde si ha pure 

( 3 ) 


» =c-f-<pf ; 



Prop. II. Nel moto uniformemente ritardalo lo spa- 
zio è direttamente proporzionale alla differenza dei 
quadrati delle velocità impressa ed attuale del mobile. 

10 
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Ili questa specie ili movimento le velocità che pos- 
siede il mobile nei successivi tempuscoli sono 


■r < 


— -v , 


, c — rxjr 


c gli spazietti descritti con queste velocità 
er — <?:* , et- — 2<p:* , ... , Cr — mpr*. 
Quindi ragionando come qui innanzi troveremo 
(i) v — c — <ft , s = c< — 

Eliminando t fra queste due equazioni risulta 
c*- c* 


( 5 ) 




2<f 


Corollario I. Supponendo t>=0 nella prima dell’ e- 

c 

quazioni (4), risulta f,= -. Lo stesso valore di t> so- 
stituito nella (5) porge 

Ma questo tempo e questo spazio hanno quegli stessi 
valori, che acquistano quando il mobile parte dalla 
quiete, e con moto uniformemente accelerato gua- 
dagna la velocità c. Quindi se un punto comincia a 
muoversi con moto uniformemente ritardato, e dopo 
che è spenta la velocità impressa la forza acceleratricc 
continua a sollecitarlo, esso ricalcherà lo stesso sen- 
tiero, tornando in tempo uguale al punto donde parti, 
e riacquistando in verso opposto la velocità iniziale. 

Corollario II. Sottraendo I' equazione (5) dalla (C) 
risulta 


-op 

Ora s, — s ù lo spazio che rimane a percorrersi dal 
mobile sino all’eslinzione della velocità impressa. 
Laonde questo spazio nel moto uniformemente rilar- 
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dal» risulta proporzionale al quadralo della velocità 
attuale. 

Scolio. Si sa dall’ esperienza che un corpo qua- 
lunque, cadendo dall’ alto, si muove verso la super- 
fìcie della Terra nella direzione della verticale del 
luogo dell’ esperienza, ovvero della perpendicolare 
menala dal punto di partenza del mobile alla super- 
ficie terrestre. Paragonando gli spazi , che questo 
mobile descrive, coi tempi corrispondenti, si trova 
costantemente che crescendo i primi in progressione 
aritmetica, questi ultimi crescono in progressione 
geometrica. Dunque nella libera discesa dei gravi por 
la verticale, essendo gli spazi direttamente propor- 
zionali ai quadrati de' tempi, questo moto è unifor- 
memente accelerato. 

Prop. 111. Essendo dato Io spazio ed il tempo della 
discesa di un grave per la verticale , trovare il valo- 
re della gravità. 

Essendo la gravità ovvero la forza clic sollecita al 
molo i corpi cadenti dall’alto una forza costante, il 
molo sarà uniformemento accelerato. Percià volendo 
determinare il valore di questa forza è d’ uopo ricor- 
rere alla equazione 


2s 



la quale ricavasi dalla (1), e sostituire in luogo di t 
ed si valori somministrati dalla esperienza. E poiché 
nel primo minuto secondo di tempo della loro libera 
caduta i gravi percorrono lo spazio di metri 4,0045, 
cosi dalla precedente equazione si ottiene 

<p=9 m ,809. 

Corollario. Mediante questo valore di <p dall'cqua- 
zioni precedenti risulta 

v = (9 m ,809)1 
s = (4 m , 9045)1*. 

Prop. lVé Trovare la velocità c lo spazio nel molo 
ascensionale de’ gravi per la verticale. 



Su un grave 6 lancialo in allo nella direzione della 
verticale e con velocità impressa e, il suo moto sarà 
lungo questa retta , e seguirà la legge del moto uni- 
formemente ritardato. Ili fatti le accelerazioni della 
velocità saranno eguali , ma dirette in senso contra- 
rio della velocita impressa c. Quindi l'cquazioni che 
determinano le leggi di questo movimento sono 

»=rc— (<)",809)t 
s=cf— (4”*, 0045)1* , 

le quali si deducono dalle (4) supponendovi 

<P=9 m ,809. 

Corollario. Il movimento ascensionale del mobile 
finirà nel tempo 

‘ i= 9^ró =(0,1(M9)c ’ 
dopo di essere pervenuto all’altezza 

S ,=g= ( 0,°5i }c *. 

Di lì il mobile comincerà a scendere, o perverrà al 
punto di partenza con moto uniformemente accele- 
rato m altrettanto tempo, quanto ne impiegò nella 
salila, c riacquistando alla fine di questo tempo la 
stessa velocità primitiva. 


CAPITOLO HI. 

Composizione de’ movimenti rettilineo. Genesi e 
proprietà del moto curvilineo. 

Pro fi. 1. Se un punto A (fig.43 a ) è spinto a muover- 
si nello stesso tempo nelle direzioni AB, AC si che 
alla fine di un dato tempo per effetto del primo movi- 
mento dovrebbe trovarsi in B, e per effetto dell’altro 
in C, alla fine del detto temposi troverà nella estremi- 
tà D della diagonale AD del parallelogrammo ADDO. 
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So immaginiamo che mentre il mobile percorre 
AB, questa retta si muova parallelamente a se stossa 
lungo AC , compiendosi questi due movimenti nel 
tempo t, la posizione del mobile sarà quella stessa 
che occuperà B pel movimento di AB. Ma questo 
punto deve trovarsi sulla parallela ad AB condotta 
ila C. Dunque supponendo che questa parallela sia 
CD, e che CD=AB, avremo in D la posizione di B 
alla fine del tempo t, o conseguentemente la posizio- 
ne del mobile. Ora D 6 l' estremità della diagonale 
condotta da A nel parallelogrammo ABDC , che 6 
quanto doveva dimostrarsi. 

Corollario I. Se gli spazi AB, AC debbono percor- 
rersi con movimento equabile, il moto si farà conti- 
nuatamente sulla diagonale AD. Imperocché siano 
B', C' le posizioni che dovrebbe occupare il mobile 
alla fine di un tempo f,<;t sulle AB, AC: 6 chiaro 
che dovendo verificarsi la proporzione 

AB ; AC = AB': AC', 

se si costruisce il parallelogrammo su i lati AB', AC', 
il suo vertice deve trovarsi sulla AD. Da ciò conse- 
guita che la composizione degli spazi percorsi con 
movimento uniforme si eflelluisce colle stesse rego- 
le , che bisogna seguire nella composizione dello 
forze costanti. 

Corollario li. Nel moto vario gli spazi percorsi in 
tempuscoli infinitamente piccoli possono considerar- 
si come percorsi con movimento uniforme. Quindi 
nel moto vario gli spazi percorsi in tempuscoli infi- 
nitesimi si compongono con la stessa regola del co- 
rollario precedente. 

Prop. TI. Se un punto A alla fine del tempo t è a- 
nimalo da due diverse velocità rappresentate nella 
intensità e nella direzione dalle rette AB, AG, si 
muoverà nel seguente tempuscolo infinitesimo come 
se Tosse animato dalla sola velocità AD diagonale del 
parallelogrammo A11CD. 

Siano AB', AG' gli spazietti che A percorrerebbe 
nel tempuscolo infinitesimo r. immediatamente sic- 
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gue i, iccondo clic fosse animato ilalla sola velo- 
cità AB ovvero dalla sola velocità AC. Poiché que- 
sti due movimenti possono considerarsi come uni- 
formi, è chiaro che la diagonale AD' del parallelo- 
grammo costruito su i lali AB', AC' sarà lo spazio 
che veramente percorre A nel tempuscolo r. Ora que- 
sta diagonale coincide con AD nella direzione, c di- 
visa per r riproduce il valore di AD , poiché si ha evi- 
dentemente AB : AB'=AD : AD'. Laonde è vero il pro- 
posto teorema. 

Corollario. Dunque le velocità si compongono corno 
gli spazi percorsi uniformemente. 

Prop. ìli. So un punto materiale é nello stesso 
tempo sottoposto all' azione di una velocità preconce- 
pita e di una forza acceleratrico, la cui direzione va- 
ria continuamente, il suo moto si esegue lungo una 
linea curva 

Al punto A (fig. 44*) sia impressa la velocità c in 
virtù della quale debba percorrere nel tempuscolo r 
lo spazio AB. Questo medesimo punto riceva simulta- 
neamente un impulso da una forza acccleratrice , in 
virtù del quale nello stesso tempuscolo r abbia a per- 
correre lo spazietto AB'. Sullo rette AB, AB' si co- 
struisca il parallelogrammo ABCB', e si tiri la diago- 
nale AC: é chiaro, per le cose dimostrate nel capito- 
lo I., che questa retta rappresenterà il cammino ef- 
fettivo del mobile nel primo tempuscolo t. Alla fine 
di questo intervallo di tempo il mobile trovasi affollo 
da una certa velocità c,, che è la risultante di c, e 
della velocità con la quale doveva percorrere AB', c 
siffatta velocità c, tende a fargli descrivere nel se- 
guente tempuscolo t ed in continuazione di AC lo 
spazietto CD=AC. Or ponendo che il mobile riceva 
un novello impulso dalla forza acccleratrice, a cagio- 
ne del quale debba percorrere nello intervallo r lo 
spazietto CD', ne conseguita che descrivendo il pa- 
rallelogrammo CDED', e tirando la dioganalc CE, si 
avrà in questa retta lo spazio effettivamente percorso 
dal mobile nel secondo tempuscolo r. Continuando a 
ragionare in questo modo troveremo, che se la forza 
acccleratrice rinnovclla a capo di ciascun tempusco- 
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Id r i suoi impulsi sul mobile, questo percorrerà il 
contorno ili un certo poligono ACEG .... composto ili 
lati infinitamente piccoli, il quale sarà vario secondo 
che varia la velocità impressa ed il modo di agire 
della forza acceleratrice. Il contorno di questo poli- 
gono converge a quello di una curva , quando r con- 
verge a zero. Ma in questa medesima ipotesi I' azione 
della forza. acceleratrice converge a diventar conti- 
nua. In conseguenza quando veramente 1' azione di 
questa forza diventatale, il moto del punto A si ese- 
gue lungo una linea curva. 

Corollario I. Allorché le direzioni degl'impulsi, clic 
successivamente la forza acceleratrice comunica al 
mobile, sono compreso in uno stesso piano, la tra- 
iettoria da questo descritta sarà una curva compresa 
nel piano medesimo. I)i fatti CD é nel piano del pa- 
rallelogrammo AUGII'; onde se CD' é compresa in 
questo stesso piano, lo sarà anche la diagonale CE 
del secondo parallelogrammo, e cosi di seguito. 

Corollario II. Quando il movimento del dato punto 
è continuo, e per conseguenza il contorno del poligo- 
no ACEG... si confonde con quello di una curva, la 
direzione di un suo lato qualunque si confonde con 
la tangente condotta alla traiettoria nel punto, dove 
questo lato va a svanire. Dunque nel moto curvilineo 
la direzione della velocità coincide in ogni istante 
con quella della tangente condotta alla traiettoria nel 
punto, dove trovasi il mobile. 

Proji. IV. Qualunque sia la traiettoria descritta da 
un punto, la velocità dello stesso cresce, diminuisce 
o si mantiene costante ne’ successivi istanti del mo- 
to, secondo clic la direzione della forza acceleratrice 
è inclinata di un angolo acuto, ottuso o retto sulla di- 
rezione della velocità. 

Col centro E col raggio EC descrivasi 1’ arco 
circolare CK. Poiché l’ angolo DCE si confonde 
con T angolo di contingenza quando il poligono si 
trasmuta in una curva, ne conseguita , che essendo 
quest'angolo infinitamente piccolo, sarà anche tale 
CK che misura l’angolo D'EG=DCE. Quindi CK senza 
errore sensibile può scambiarsi con la pcrpcndico- 
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lare condotta dal vertice C del triangolo CD'E sulla 
sua base Kl)\ Ora questa perpendicolare cade dentro 
o fuori il triangolo, secondo elio l'angolo CD'E è acu- 
to od ottuso, e per conseguenza secondo che il suo 
supplemento I)CD' è ottuso od acuto. Dunque sarà 
EK, e conseguentemente EC<ovvcro> ED', secon- 
do clic l'angolo DCD' è ottuso ovvero acuto. Ora es- 
sendo ED'=CD=AC, i rapporti 

D'E CE 


rappresentano i valori delle velocità del mobile in 
due tempuscoli consecutivi del moto; c l'angolo DCD' 
è l’ inclinazione della tangente della traiettoria, ov- 
vero l'inclinazione della direzione della velocità su 
quella della forza. Dunque la velocità alla line di un 
tempo dato è ovvero > di quella che ha luogo nel 
precedente tempuscolo infinitesimo, secondo che que- 
sto angolo DCD' è ottuso od acuto. Quando poi l’an- 
golo CD'E 6 rotto, l' archetto CK si confonde con CD'; 
e risultando in questa ipotesi EK=ED' senza errore 
sensibile, la velocità rimane costante. 

Prof). V. Nel moto di un punto libero la forza ac- 
ccleralrice è compresa nel piano osculatore della 
traiettoria condotto nel punto, dove trovasi il mobile; 
ed il quadralo della velocità eguaglia la stessa forza 
acceleratrice moltiplicata per la metà della corda, 
che-scinde dalla sua direzione il cerchio osculatore 
relativo al medesimo punto. 

Pei tre vertici consecutivi C, E, G del poligono a lati 
infinitesimali inscritto allatraicltoria (fig. 45*) si fac- 
cia passare un cerchio: quando il poligono si scam- 
bia con questa curva , il cerchio CEO diccsi il suo 
cerchio osculatore in E. Supponiamo inoltre elio quan- 
do il mobile è giunto in E riceva tale impulso dalla 
forza acceleratrice, che in virtù di esso dovesse per- 
correre lo spazietlo EF' nel tempuscolo r. Se EG è lo 
spazio, che realmente il mobile percorre in detto 
tempuscolo, questa retta deve essere la diagonale del 
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parallelogrammo costruito su i lati EF = GE, EF'; o 
però passando il piano del cerchio CEG per le rette 
CF , EG , passerà anche per EF' , ovvero per la dire- 
zione della forza acceleratrice , ondo 6 vera la prima 
parte del teorema. Inoltro si prolunghino le rette 
EF', FG sino all'incontro della circonferenza CEG, 
nei punti E', G’. Posto mente che CE=EF, e quindi 
CF = 2EF, avremo 

ÉF*= JFG.FG'. 

Ma EF=Vr, FG=EF'= <pr\ Laonde la trovata rela- 
zione diventa 

V=£<f>.FG'. 

Quando il poligono si confonde con là traiettoria del 
mobile, la segante FG’ si scambia con lar corda EE' ; 
ed in tale ipotesi, che è quella della continuità del 
molo, si ha 

V*= r<p.EE' , 

come doveva dimostrarsi. 

Prop. VI. Se la direzione di una forza passa co- 
stantemente per un punto fisso, le aie descritte in- 
torno a questo punto dal raggio vettore sono propor- 
zionali a - tempi, e la traiettoria percorsa dal mobile è 
una curva piana. 

Sia 0 il punto fisso , pel quale passa costantemen- 
te la dil ezione della forza acceleratrice (fig.46*); AC, 
GE, EG... gli spazietti percorsi dal mobile ne' suc- 
cessivi tempuscoli r. Si prolunghi AC in D per modo 
che abbiasi CI)=AC, e congiunta la OD, i duo trian- 
goli ACO, OCD risultano eguali, come aventi la stes- 
sa altezza e le basi eguali. Inoltre sia CD' lo spazictto 
che percorrerebbe il mobile nel secondo tempuscolo 
" , se fosse sollecitato dalla sola forza acceleratrice. 
Poiché CE è la diagonale del parallelogrammo costrui- 
to su i lati CD, CD', larettaDE risulta parallela ad OC. 
Dunque sono pure eguali i due triangoli OCD, OCE 
perchè hanno la stessa base OC, ed i vertici sulla DE; 
e quindi anche il triangolo CAO eguaglia il triangolo 

11 
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OCE. Nello slesso moilo si dimostra l'eguaglianza fra 
1 triangoli CEO, OEG ed i seguenti. Supponendo dun- 
que il settore poligonale OACEG,.. composto di » 
triangoli, e rappresentando s la sua arca, sarà 

- = OAC, 
n 

e conseguentemente 

s OAC 

— = = costante. 

nr r 

Ma nr è il tempo ( nel quale il punto mobile hadescrit- 
lo il contorno ACKG...; e quando il molo diventa con- 
tinuo, s si confonde col settore curvilineo descritto dal 
raggio vettore intorno ai punto O. Laonde ù vera la pri- 
ma parte del teorema. Inoltre essendo CD nello stes- 
so piano del triangolo OAC, e CE la diagonale del pa- 
rallelogrammo che ha per Iati CD , CD', dovrà anche 
CE trovarsi nel piano medesimo. E valendo la stessa 
ragione per gli altri lati del poligono , il suo contor- 
no , e quindi la curva che n' ù il limite , sarà tutta 
nel piano che passa per O c per la direzione della 
velocità impressa. 

l'rop. VII. Reciprocamente se la traiettoria per- 
corsa da un punto ù piana, e le arce descritte dal 
raggio vettore risultano proporzionali a’ tempi, la for- 
za accelcratrice passa coslantomento pel punto in- 
torno al quale rota il raggio stesso, 

In questa ipotesi tutt’ i triangoli elementari che 
compongono il settore o l’area poligonale OACEG. . .so- 
no nello stesso piano. Or siano OAC, OCE due trian- 
goli o piccoli settori descritti in due successivi inter- 
valli di tempo r. Si prolunghi AC in D, c sia CD=AC.: 6 
chiaro che essendo uguali i due triangoli OAC, OCD , 
sarà pure questo secondo triangolo eguale ad OCE, e 
perù per la comunanza della base OC i vertici D,E do- 
vranno trovarsi nella DE parallela ad OC, Per E si 
meni la ED' parallela alla CD'; o dovendo essere CE 
la risultante della CD, e dello spazio che il mobile 
dopo che è giunto in C dovrebbe percorrere per l’ im- 
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pulso nuovo ricevalo dalla forza nccclcralricc, sarà 
CD' questo spazio. Quindi l'impulso è diretto socondo 
CD', e passa per O. 

Prop. Vili. Nel molo centrale libero le perpendi- 
colari condotte dal centro della forza sulle tendenti 
alla traiettoria sono reciprocamente proporzionali al- 
le velocità, da cui è all'etto il mobile quando passa pei 
punti di contatto. 

Essendo eguali le aree do' triangoli elementari 
OAC , OCE, sarà 

AC:CE=OK':OK, 

supponendo che OK, OK' siano le perpendicolari con- 
dotte da 0 sulle basi AC, CE di due triangoli. Alla 
prima ragione di questa proporzione può sostituirsi 
quella delle velocità, colle quali sono percorsi i la- 
tercoli AG, CE del poligono. Ma quando questo si con- 
fonde con la traiettoria, le direzioni di questi lati si 
confondono con quelle delle tangenti condotte in 
A, C. Dunque in tal caso OK, OK' sono le perpendico- 
lari su queste tangenti, il clic dovevasi dimostrare. 

CAPITOLO IV. 

Movimento de' proiettili lanciati obliquamente 
all' orizzonte. 

l’i'op. /. Ogni grave lanciato obliquamente all' oriz- 
zonto percorre una parabola compresa nel piano, che 
passa per la verticale e per la retta, secondo la quale 
ò stato spinto dalla velocità impressa. 

Rappresenti A il punto di partenza del mobile 
( flg. 47*); AF la direzione secondo la quale è stato 
lanciato con la velocità W. Per A si meni la vertica- 
le AX, c l’orizzontale AY compresa nel piano XAF. 
Se il mobile fosse spinto dalla sola velocità di pro- 
iezione VV, alla fine del tempo t si troverebbe in un 
certo punto della AF, che supporremo essere B. Se 
poi fosse sollecitato dalla sola gravità, che agisce se- 
condo il prolungamento AX' della XA. si troverebbe 
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alla fine dello slesso tempo in un cerio punto C della 
stessa retta. Ma per ipotesi il mobile è contemporanea- 
mente spinto dalla velocità W c sollecitato dalla gra- 
vità g. Dunque costruendo sulle rette All, AC il paral- 
lelogrammo BACM, il mobile per la composizione di 
questi due movimenti si troverà in M. Ora ponendo 
Al!=j), AC = q, avremo, per le cose dimostrate nei 
capitoli 1 e li. 

P—Wt, q—ìgt % . 

Eliminando t fra queste due equazioni risulta 


(1) 



che è 1’ equazione della parabola compresa nel piano 
FAX' c riferita agli assi obbliqui AX', AF. 

Corollario, Sia h l'altezza detcrminatricc di W, ov- 
vero l’altezza da cui dovrebbe il grave cadere libera- 
mente per acquistare la velocità iniziale W, e sarà 
W’=2<7 /i. In seguilo di questa relazione la (1) diven- 
ta p'—Aliq. Ora essendo ili il parametro della para- 
bola in discorso, ne conseguita che nella parabola de- 
scritta da un grave lanciato obliquamente all'orizzon- 
te il parametro è quadruplo dell’altezza determinatri- 
ec della velocità di proiezione. 

Prop. II. Data la velocità e l' angolo di proiezione, 
trovare lo distanze del proiettile dalla verticale e 
dall’orizzontale condotte pel punto di partenza. 

Sia M il luogo del proiettile alla fine del tempo t. 
Da M si meni la M(J perpendicolare ad AY, e prolun- 
ghisi in li: posto =« l’angolo di proiezione FAY, il 
triangolo rettangolo 1ÌAQ ci darà 

t AQ=ABcos»r=W(cos* 
l HQ=ABsen»=\V<sen* 

QM = HQ — liM = Wtscnj< — \ql* . 
che sono l’ equazioni cercale. 


(2) 

onde 

( 3 ) 
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Corollario. Poniamo AQ=i/, QM=x, c sarà 
!/ = Wtcos« , x=\Vtscn» — i'jl'- 
Eliminando t fra queste duo equazioni risulta 


99 


X ' Jt °* 2W*cos** ’ 


che è l'equazione della curva riferita agli assi rettan- 
golari AX, AY. 

Scolio. Diccsi altezza del Uro la perpendicolare 
menata dal punto più elevato della curva sull’asse 
orizzontale AY, ed ampiezza del tiro il segmento di 
questo asse compreso fra i due punti ne' quali i ta- 
gliato dalla traiettoria del grave. 

Prop. III. Trovare il tempo che impiega il grave a 
guadagnare l'altezza del tiro, e quello clic impiega a 
percorrere l'ampiezza del medesimo. 

Posto QM=0 nella (3), risulta 

(W sen» — igt)t = 0. 

A siffatta equazione si soddisfa ponendo ( = 0, corno 
pure 

... 2Wsen* 


e questi due valori di f, sono le due epoche nelle 
quali il mobile trovasi in A ed A'. Inoltre risolvendo 
la stessa (3) rispetto a t avremo 

W sen * « /W*sen*« 2.<J.\1 

_ 9 ' 9' 9 

Questa equazione dimostra che il massimo valore di 
QM è 

W*sen'« 

ed in tal caso risulta 


W sen * 
9 
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Ora siccome questo valoro di / è la metà del prece- 
dente, ne viene per conseguenza che nel moto per la 
parabola il proiettile impiega tanto tempo per salire 
alla massima altezza, quanto ne spendo per discen- 
dere da quell'altezza all'orizzonte. 

Corollario I. Il punto culminante della parabola de- 
scritta da’ proiettili nel vuoto é il vertice di questa 
curva. Di fatti se 0 è il punto culminante, e per 0 si 
si meni la 00' parallela ad XX', ponendo questo va- 
lore di t nell' espressioni di BQ, QM risulta 


c quindi 


W’sen’o 

FK= 

9 


, KO 


W’sen"» 

2 ;/ 


FO=FK — K0=~ 


W'scn’i 


«9 


= K0. 


Ora questa relazione ha luogo soltanto fra i segmenti 
contali dal vertice sull’asse della parabola, ovvero 
fra la suttangento e l’ascissa di uno stesso punto di 
questa curva. Quindi il punto culminante si confondo 
con il vertice della curva. 

Corollario II. L'ampiezza della portala nella para- 
bola si ha ponendo nella espressione di AQ il valore 
di t dato dalla equazione (4). Or così facendo avremo 

, 2W*senaco8» W‘ 

AA = — = — sentii. 

9 9 


Questa equazione dimostra che AA' è massima quan- 
do ®=^> cioè quando l’angolo di proiezione è semi- 


retto; c che ogni altra portata può aversi mercé due 
angoli di proiezione che sono complementi 1’ uno 
dell’ altro. 

Scolio. Il moto de’ proiettili per la parabola é dun- 
que, siccome si è veduto, il risultamento della conti- 
nua azione della loro gravità combinata con quella 
dell’ impulso iniziale. Quando però un proiettile è co- 
stretto a muoversi in un mezzo resistente, p. c. nei- 
1’ aria, oltre della gravità, agisce su di esso un’altra 
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forza acceleratrice, che è la resistenza del mezzo stes- 
so. Per valutare gli effetti di questa nuova forza, la 
quale ordinariamente si assume proporzionale al 
quadrato della velocità, immaginiamo clic la velocità 
di proiezione \V si scomponga in due altre W cos a, 
Wsen», la prima parallela, e la seconda perpen- 
dicolare ali orizzonte. Poiché la prima di queste 
velocità è continuamente attenuata dalla componen- 
te della resistenza del mezzo parallela ali orizzon- 
te , a l'altra dalla corrispondente componente del- 
la resistenza medesima e dalla gravità del proiet- 
tilo , ne viene per prima conseguenza che la tra- 
iettoria AO'It ( Cg. 4<S“ ) , che descrivasi dal pro- 
iettile nel mezzo resistente, si eleva sull' orizzonte 
meno della parabola AO.V. Inoltre essendo piu ra- 
pida la diminuzione di Wsen* che quella di Wcos», 
la prima di queste velocità si estingue più presto 
dell' altra , e quando il mobile perviene nel pun- 
to culminante 0' è tuttavia animato da una velo- 
cità orizzontale. Laonde comincerà a discendere ver- 
so l'orizzonte percorrendo tuttora un sentiero cur- 
vilineo, dissimile però da quello che ha segnato nel 
suo movimento ascensionale, poiché ora la forza ac- 
ccleralrice verticale è la differenza , e prima era 
la somma della gravità e della resistenza del mezzo. 
Continuando il proiettile a percorrere il ramo G'B, 
continuerà a diminuire la velocità orizzontale, ed il 
moto si approssimerà sempre più a quello, che segui- 
rebbe per effetto soltanto di una forza verticale. In 
conseguenza questo ramo converge ad un asintoto 
rettilineo NN' parallelo alla direzione della gravità. 

CAPITOLO V. 

Del moto de' gravi pe' piani inclinati. 

Prop. I. Trovare le leggi della discesa di un grave 
per un piano inclinato. 

Il piano ABC (fig. 49“ ) incontri il piano orizzonta- 
le DUC lungo la retta BC, e sotto un angolo dato i. 
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Nel punto A sia collocalo un grave, o la direzione 
della gravità Ai) incontri in D il piano orizzontale. 
Dal punto D si meni la DK perpendicolare al piano 
inclinato ABC; e giunta la KA , si prolunghi sino al- 
l’incontro di BC in E, e poscia si tiri la DE. Poiché il 
piano AED è perpendicolare a’ due piani DBG, ABC, 
le intersezioni DE, Ali di questi piani con AED riu- 
sciranno perpendicolari a BC. Dunque se la. gravili 
si rappresenta per AP, c si scompone in due altre 
forze All, IIP la prima parallela al piano inclinato, e 
l'altra ad esso perpendicolare, quest' ultima forza si 
eliderà contro il piano, c l'altra farà muovere il gra- 
ve lungo la retta AE. Ciò posto, dal triangolo API1 
rettangolo in II si ha 

All= AP cos EAD — gscni 

PH = AP sen EAD = g cos i. 

Or poiché la forza acceleratrice, che fa muovere il 
grave lungo il piano inclinato è costante, ed il suo va- 
lore è espresso da g seni, no viene per conseguenza 
che questo movimento è uniformemente accelerato. 
Quindi se al grave non é stata impressa alcuna velo- 
cità iniziale, le leggi del movimento si avranno dal- 
l’ equazioni trovate nel capitolo II. purché in luogo di 
9 si ponga gscni. Cosi facendo si trova. 

f V = gl soni 
(1) | |V’=gsseni 

( s=-J</t , seni. 

Ove poi al grave sia stata impressa la velocità inizia- 
le W, Bisogna distinguere se la direzione della stessa 
è AE, ovvero un'altra retta condotta a piacimento nel 
piano BAC. Nel primo caso il moto è rettilineo, c le 
leggi da cui é regolato si hanno dalle equazioni tro- 
vate a pag. 73, scrivendo gsen i in luogo di 9 . Nell'al- 
tro caso poi il mobile percorre una parabola, c pel 
suo movimento han luogo le stesse formolo che tro- 
vammo nel capitolo precedente, purché per g si so- 
stituisca g seni. 
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Corollario I. Sia F la posizione ilei mobile alla fint- 
ile! tempo t, c sarà s=AF. Si meni la FG parallela 
ail ED, e dal triangolo AFG rettangolo in G si ha 

AG = AF seni. 

Laonde sarà 

*V«=0.AG . 

vale a dire che la velocità di un grave nella sua di- 
scesa per un piano inclinato è la stessa di quella, che 
avrebbe guadagnalo nella discesa verticale AG, ed è 
indipendente dalla lunghezza del camino elfettivoAF. 

Corollari a II. Dal punto D si meni la DK perpen- 
dicolare ad AE, ed in seguito della terza dello (1) il 
tempo t, che spende il mobile a percorrere lo spazio 
AK, sarà dato dalla equazione 


( 2 ) 

essendo 


r g seni “ g 


AD 


jsen* 

AK 


sen i 


Dunque il tempo, che impiega il grave a percorrere 
sul piano inclinato lo spazio AK, eguaglia quello cue 
impiegherebbe a percorrere AD con moto libero , 
scendendo lungo la verticale. Or se intorno ad AD 
come diametro si descrive il cerchio AKD ( fig. 50“ ) 
e si fa rotare intorno al punto A la corda AK per mo- 
do clic diventi successivamente AK'.AK"... l’equa- 
zione precedente rimane sempre la stessa. Laonde 
se dal punto A si fanno partire contemporaneamente 
diversi gravi lungo le rette AK,AK',AK",AD, tutti 
contemporaneamente perverranno alla periferia, di 
cotesto cerchio. 

Corollario III. La componente AH (fig. 49“) ovvero 
g seni della gravità g, che produce effettivamente il 
molo del grave pel piano inclinato, é conosciuta pres- 
so i Meccanici sotto il nome di gravità relativa. E 
poiché da’ due triangoli simili MEN, Al I P si ha 

ME : MN = AP: AH 

n 
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ne viene per conseguenza clic nel molo de' gravi pel 
piano inclinalo la gravila relativa è (piarla proporzio- 
nale in ordine alla lunghezza, all’altezza del piano 
ed alla gravila assoluta. 

Prop. II. Trovare le leggi del moto ascensionale 
d’un grave pel piano inclinalo. 

Se ad un grave posto in E ( lig. 49*) s’ imprime una 
velocità W diretta secondo KA, il grave suddetto sa- 
lirà pel piano inclinato con moto rettilineo. La forza 
acceleratrice, onde esso è animato, riducasi alla sola 
gravità relativa, la quale è costante, e quindi il suo 
movimento è uniformemente ritardato. Ponendo dun- 
que gseni in luogo di rj nell’ equazioni trovate a pagi- 
na 74 , avremo per definire le leggi di questo movi- 
mento 

( V = W — ;/f sen i 
s = Wt — igt‘ seni 
V*= \V* — 2y s sen t. 

Corollario. Quando la velocità W è dovuta all’al- 
tezza AD, ovvero è quella stessa che avrebbe il grave 
movendosi da A sino ad E sul piano inclinato, l'equa- 
zione terza delle (3) diventa 

V*=2j 7(AD — sscni). 

Sia F il punto, dove trovasi il mobile nel moto ascen- 
sionale quando ha la velocità V, e sarà 

s=EF , sseni=DG. 

Sostituendo nella equazione precedente questo valo- 
re, ed osservando che AD — DG=AG, verrà 
V*=2g.AG. 

Ma questo è pure il valore della velocità quando il 
grave scende da A pel piano inclinato, e perviene in 
F. Dunque se un grave in A si abbandona a se stesso 
e lasciasi cadere pel piano inclinato lungo AK; e poi 
pervenuto in E, per una cagione qualunque distrug- 
gesi la sua velocità, e gli s’imprime una velocità 
eguale e contraria, questo grave in ciascun punto 
del molo ascensionale avrà la stessa velocità, elle 
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aveva nel corrispondente punto della discesa, e if iti li- 
di noti potrà salire elio sino al punto A, donde co- 
minciò a scendere. 

•Stolli 1 risultali precedenti liau luogo fino a clic 
\V lia la direzione di EA. Ove la direzione della ve- 
locità impressi fosse luti' altra, il grave salirebbe 
pel piano inclinalo descrivendo una parabola. 

CAPITOLO VI. 

Del moto de’ gravi per minimi archi di cerchio, 
e del pendolo semplice. 

Prop. I. Un grave costretto a muoversi su di una 
curva resistente, a capo ili un dato tempo ha quella 
stessa velocità che avrebbe, se liberamente l'osso di- 
sceso per quel tratto della verticale, elle è compreso 
fra i piani orizzontali condotti pel punto di partenza 
e pel punto di arrivo. 

Sia AN (lig. 51") l'arco della data curva percorso 
dal mobile nel tempo (. Dividasi quest'arco in partì 
infinitamente piccole Alt, AG,... e da A si meni la 
perpendicolare AK sul piano orizzontale XOY. L’ ar- 
chetto All sarà percorso dal grave colle stesse leggi, 
a cui sarebbe soggetto se si movesse sopra una retta 
rigida inclinala all'orizzonte; onde in ciascun punto 
ili questo archetto la sua velocità sarà quella stessa 
clic avrebbe se cadesse da A c percorresse libera- 
niente quella parte ili AH che è compresa fra A ed il 
piano orizzontale menato dal punto dell’ archetto All, 
dove attualmente ratlruvasi. E però supponendo ==W 
la velocità di proiezione, il mobile in LI sarà affetto 
da una velocità V, il cui valore ò definito dall' equa- 
zione 

V,*=W*-t-2</.AB'. 

Se il grave continuasse a muoversi nel prolungamen- 
to ISA' di AB, la sua velocità continuerebbe a deter- 
minarsi come ora abbiamo dello. Siccome .però il 
grave passa a percorrere l’archetto seguente IIG , 
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questa velocità diminuisce nel rapporto del coseno 
dell' angolo A'HC all'unità. Or quest'angolo ù infini- 
tamente piccolo , onde questa diminuzione è affatto 
insensibile; ed il mobile passerà a percorrere l’ ar- 
chetto UG come se gli si fosse impressa la velocità 
V,. Quindi arrivando in C sarà affetto dallavelocità V a 
che soddisfa alla equazione 

V,*= V,*-t- 2g . B'C\ 

E cosi continuando a ragionare troveremo clic il mo- 
bile, quando avrà percorso l'archetto dalla curva 
proposta, avrà la velocità V„ determinata dall’equa- 
zione 

V*«=V*,.. 1 +2 £ rM'N'. 

Addizionando tutte queste equazioni, e sostituendo 
V a V„, risulta 

V*=W*+20.AN'. 

Laonde qualunque sia la curva AN, ella è percorsa 
dal grave per modo che in ogni suo punto la velocità 
dello stesso eguaglia quella, che guadagnerebbe ca- 
dendo liberamente da A , e percorrendo la porzione 
della verticale AH compresa fra A ed il piano orizzon- 
tale menato dal punto che esso occupa sulla curva. 

I'roj). II. Trovare il tempo che impiega un grave a 
percorrere un infinitesimo arco di cerchio. 

Uappresenli II GB' ( fig. 52") un arco di cerchio in 
un piano verticale, e sia percorso da un punto inci- 
talo al movimento dalla propria gravità; ed alla fine 
del tempo t questo punto trovisi in M, si clic il suo 
molo in siffatto intervallo di tempo siasi eseguito 
lungo I’ arco J1M. Sia A il centro del dato arco, AC la 
direzione della verticale condotta per A. Da' punti 
B, M si menino sopra AG le perpendicolari 1U), MM'; 
e poiché la velocità del grave in M è dovuta all’altez- 
za D'M', sarà, per le cose dimostrate nella proposizio- 
ne precedente, 

(I) 
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Sul diametro DC si descriva il semicerchio DFC; e 
poiché FM' risulta media proporzionale fra DM' e CM', 
KM'* 

sarà DM'=7 tt 77 Sostituendo questo valore nella (1) 
verrà 


V=FM'|/ “7' , 


onde 

(2) FM'=V^. 


Ora sia N un punto infinitamente vicino ad M, e da 
questo punto si menino le NU, NN' rispettivamente 
perpendicolari ad MM', AC. Inoltre dal punto I si 
meni la IK perpendicolare ad MM', e si {giunga il 
centro 0 del semicerchio DFC col punto F. I due 
triangoli simili MNU, AMM' porgono la proporziono 

MN : NU=AM : MM' , 
ed i due triangoli simili FIR, FOM' danno 
RI : IF=FM' : OF. 


Moltiplicando in corrispondenza queste due propor- 
zioni, ed osservando che NU=IR, troveremo 

MN : 1F= AM . FM' : MM' . OF. 

Se in quest’analogia si sostituisce il valore di FM’ 
esibito dalla (2) c si fa attenzione che MN = Vr, 
avremo 

r:IF = AM(/^-: MM'.OF , 

e conseguentemente 

IF . AM g/CM 7 
MM' . OF' 2-/ ‘ 
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E poiché MM é media proporzionale fra le retle 
Ol', 2. AC — CM', si avrà manifestamente 


AMl'CM' 

MM' 



c quindi l’equazione precedente diviene 


IF 


r— 20F 



Corollario I. Quando l’arco BC é mollo piccolo , la 
saetta CD è una piccolissima frazione del diametro 

2.AM , c la frazione - - , . è trascurabile rispetto al- 
2AM 

l'unità. A maggior ragione lo é dunque la frazione 


2 AM 


; onde la precedente equazione si riduce a 




Corollario II. Essendo il tempuscolo, clic impiega 
il grave a percorrere l’ archetto MN, proporzionale al 
corrispondente archetto FI del cerchio descritto col 
raggio OF = jDC, risulta evidente che il tempo, che 
impiega il mobile suddetto a percorrere tutto l'arco 
ACIJ' eguaglia la intera periferia di cotesto cerchio 
moltiplicata per 



E poiché celesta periferia é misurata da 2«\OF, no 
viene per conseguenza che rappresentando con T, il 
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tempo ilella intera escursione del grave per l'arco 
BCIt', si avrà 



Corollario III. Sia T' il tempo della discesa del 
grave per l’arco BC : dovendo esser questo tempo 
proporzionale alla scmiperiferia DKC, si avrà 


“ 20K V g ~ 2 V g ' 


Il tempo T" della salila del grave per l’arco di’; ov- 
vero per l’altra metà di lidi' sarà T"— T, — T'=T'; 
cioè il tempo clic impiega il gravo a scendere per 
una metà dell’arco BCB', eguaglia il tempo che spen- 
de a salire per l’altra metà. Quindi un punto mate- 
riale pesante, se si lascia in balia di se stesso nel 
punto li pel piccolo arco di cerchio 1ICB', per effetto 
della propria gravità scenderà in C in un intervallo 
di tempo T' definito dall’equazione 



Pervenuto nel punto infimo 0 dell’arco BCli' avrà la 
velocità V definita dall’equazione 

V=|/2g.UG 

e diretta nel senso della tangente CC’; onde dovrà 
continuare a muoversi, e quindi salire per l’arco 
CU'=CB nel medesimo intervallo di tempo, clic ha 
impiegato ad eseguire la sua discesa, ed avere in cia- 
scun punto dell’arco CU' quella stessa velocità che 
aveva nel punto di CU posto sulla stessa orizzontale. 
Quando la velocità ascensionale del grave diventa 
zero, esso restando in balia della sola propria gravi- 
tà, comincerà a scendere per l’arco U'C, e pervenu- 
to in G, salirà nuovamente per CU. Questo grave ri- 
calcherà perciò infinite volte la stessa traccia, avrà 
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sempre la stessa velocità negli stessi punti, ed im- 
piegherà costantemente il tempo T, definito dall'e- 
quazione (3) a compiere una intera escursione per 
l'arco nell'. 

Prop. III. Indicare le leggi delle oscillazioni di un 
pendolo per minimi archi di cerchio. 

Supponiamo un punto pesante M ligato ad un filo 
inestensibile e senza peso MA, la cui estremità A sia 
fissa: avremo in questo apparecchio il pendolo sem- 
plice. Or poiché in ogni punto dell’arco I1CB', che 
descrive questo mobile, la sua gravità si scompone 
in due altre forze, la prima delle quali perpendicola- 
re alla curva si trasmette al punto fisso o fulcro A c si 
eli.de contro di esso, e l'altra tangente alla curva 
stessa produce l'accelerazione del grave suddetto: è 
chiaro che pel moto di questo punto si troveranno le 
stesso leggi, che si sono enunciate nel Corollario III. 

Corollario I. Le oscillazioni del pendolo semplice 
per minimi archi circolari sono isocrone. Di fatti es- 
sendo T, indipendente dell’ ampiezza dell'arco JiCB', 
il suo valore rimane sempre lo stesso , comunque 
possa variare quest’ arco , senza cessare però di es- 
ser molto piccolo. 

Corollario II. Le durate delle oscillazioni di due 
pendoli per minimi archi di cerchio sono diretta- 
mente proporzionali alle radici quadrale delle loro 
lunghezze. Perciocché ponendo AM=r' nella equa- 
zione (3), viene 

(5) T .=Vf 

Per un altro pendolo di lunghezza r", ponendo clic 
sia T, la durata della sua oscillazione, sarà 



onde risulterà 

T, T, = l/7 : V~'. 
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Corollario III. Se nel tempo t il pendolo della lun- 
ghezza r' fa N' oscillazioni, la durala T, di una di 

esse sarà T, = rr, . Del pari se il pendolo della lun- 
£S f 

gliczza r" nel medesimo tempo t fa N" oscillazioni , 

si avrà T^-^. Sostituendo questi valori nelle pre- 
JN 

cedenti espressioni di T,, T, avremo 



c quindi 


N' : N"=|/r" : l />■' ■ 
o se meglio si vuole 

N'* : N"* = r' > : r'. 

Dunque le lunghezze di due pendoli semplici sono in 
ragione inversa do' quadrati de' numeri delle oscilla- 
zioni , clic compiono nello stesso tempo. 

Corollario IV. Dall' equazione (5) si deduce 

«r a r' «r*r'N" 


nuova espressione del valore della gravità. Si può 
dunque determinare con grand’esattezza il valore 
della gravità g , valendosi di esperienze consistenti 
in oscillazioni di pendoli semplici. 

Scolio. Allorché un grave M sospeso ad un filo oscil- 
la nell' aria od in qualunque altro mezzo resistente, 
una porzione della sua forza tangenziale , e quindi 
della sua velocità si spende in ogni istante a supe- 
rare la resistenza del mezzo stesso. In conseguenza 
quando il grave M parte da II (fig. 53*) e perviene in 
(I, la sua velocità è minore di quella che avrebbe 

13 
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guadagnala oscillando nel vuoto , ed ancorché nel 
moto ascensionale non trovasse resistenza del mez- 
zo, non potrebbe mai pervenire nel punto 11' posto 
sull' orizzontale che passa per li. Ora ciò non ac- 
cade , ma sibbenc il pendolo nel moto asrensionale 
deve spendere una parte della sua velocità a supe- 
rare colesta resistenza; onde abbiamo una ragione 
di più per conchiudcre che nel molo ascensionale il 
grave M si arresterà in un certo punto 11, posto al di 
sotto del punto B', c la sua prima oscillazione consiste- 
rà nella escursione per l'arco 11CB,<BGB'. Scenden- 
do il grav'e M per l'arco B,C, e pervenendo in C, si 
troverà affetto da una velocità minore di quella che 
avrebbe se avesse percorso qucsl’arco nei vuoto. Ma 
nel moto ascensionale per l’arco CB questa velocità 
continua a diminuire per la resistenza del mezzo. 
Dunque il grave non potrà mai giungere in B„ punto 
posto sulla orizzontale che passa per B, ina ghignerà 
in un altro punto 11', più basso di il, , c la seconda 
oscillazione consisterà nel percorrere 1' arco B,C.B', 
<B,CB, , e cosi appresso. Siccome però si è delto 
precedentemente che la durata dcH’oscillazioni è in- 
dipendente dall' ampiezza delle medesime , ne viene 
per conseguenza che essa durata non può essere al- 
terata dalla resistenza del mezzo. 

CAPITOLO VII. 

Del moto impedito di un punto, e della forza 
centrifuga. 

Prop. /. Se un punto è costretto a muoversi su di 
una curva resistente , esercita su di essa una pres- 
sione diversa da quella, che vi eserciterebbe se vi 
fosse in equilibrio. 

Sia P (fig. 54*) la forza applicata ad un punlo costretto 
a rimanere sn di una curva resistente AC, ed M la po- 
sizione dello stesso alla fine del tempo f: ò chiaro che 
tanto se il punto si muove sulla curva, quanto se vi 


Digitized by < 


— 99 — 


resta in equilibrio, la resistenza della medesima di- 
strugge in entrambi i casi la componente ili 1’ pa- 
rallela alla normale della curva condotta in M. Però 
se dopo il tempo t il punto si muove, mentre la sua 
inerzia tende a fargli descrivere una porzione infini- 
tesima MN della tangente MR nel tempuscolo infini- 
tesimo r, la resistenza della curva lo costringe a per- 
correre l' archetto infinitesimo MM' nello stesso tem- 
puscolo. Dunque se dinotiamo con V la velocità con 
la quale è percorso lo spazielto MN, scomponendo 
questa velocità nelle altre due U, U,, la prima pa- 
rallela e l'altra all'archetto MM' perpendicolare, la 
velocità U, è distrutta dalla resistenza della curva. 
In conseguenza la pressione che veramente il punto 
mobile esercita sulla curva é la risultante della for- 
za, a cui è dovuta questa velocità, e della compo- 
nente di P parallela alla normale condotta in M alla 
curva AB. 

Scolio. La pressione, che il mobile esercita sulla 
curva resistente ed emergente dalla velocità perduta 
v, dicesi forza centrifuga. 

Corollario. La forza centrifuga ha luogo non solo 
nel moto di un punto per una curva, ma anche nel 
moto per una superficie resistente. Ancora ha luogo 
nel moto di un punto ritenuto da un filo, od impedito 
in un'altra guisa qualunque. Imperocché comunque 
sia impedito il molo di un punto, una delle compo- 
nenti della sua velocità è sempre distrutta dall' osta- 
colo, il che dà origine ad una pressione eli' è la forza 
centrifuga. 

Prop. II. Nel molo curvilineo impedito, la forza 
centrifuga ha per misura in un punto qualunque del- 
la curva, il quadrato della velocità corrispondente a 
quel punto diviso pel raggio osculatore del punto me- 
desimo. 

Rappresenti M"MM' (fig. 55*) il cerchio oscula- 
tore della curva in M, ovvero il cerchio clic passa pei 
tre punti infinitamente vicini M",M,M';MQ il dia- 
metro condotto per M ovvero la normale della curva 
nel detto punto; M'P la perpendicolare condotta da 
M'su MQ, Poiché l'archetto MM' della curva può scam- 


Digitized by Google 



— 100 — 

biarsi con la sita conia, poslo=R tl rapaio «lei cer- 
chio osculatore, si Ita evi denlcmcnte 



UV 

2Ìf 


In oltre la forza centrifuga, che rappresenteremo per 
ij>, può considerarsi costante ncH'inlcrvallo infinite- 
simo ili tempo r, e per conseguenza si ha por le cose 
dette nel capitolo II. 0 

MP = $V. 

llunquc eguagliando queste due espressioni MP c 
sopprimendo il faltor comune jt*, sarà 


Corollario I. Se il molo del punto si fa sopra una 
superficie resistente, il teorema non cessa di esser 
vero, purché II rappresenti il raggio osculatore della 
traiettoria che il punto descrive sulla superficie. 

Corollario II. Vale lo stesso teorema nel moto del 
pendolo semplice, purché ad II si sostituisca la lun- 
ghezza del filo. 

/’roj). III. Nel molo di un grave abbandonalo a se 
stesso per una curva resistente, la forza centrifuga 
é quarta proporzionale incordine al raggio osculatore, 
alla gravità, ed al doppio dciraltezza/leiertninalrice 
della velocità. 

Dinotando con <j la gravita, o con h rattezza deler- 
nunatrice della velocità, quando il moto é prodotto 
dalla sol' azione di quella forza, si'ha 


U* = 2sifi. 
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Sostituendo questo valore nella trovata espressione 
di 9 risulta 


52 gh 

’=i r 

come dovevasi dimostrare. 

Corollario. Allorché la curva è un cerchio, R è co- 
stante. Dunque nel molo di un grave per una curva 
circolare resistente , la forza centrifuga ne' singoli 
punti varia come l’altezza detcrminatrice della ve- 
locità. 

Prop. TV. Nel moto equabile per una curva resi- 
stente la forza centrifuga varia nella ragione inversa 
de' raggi osculatori de' punti della curva stessa. 

Imperocché nel moto equabile la velocità è la 
stessa, in tutti i punti della curva; oivde se R, R' sono 
i raggi osculatori di due diversi punti della curva, e 
9,9' le forze centrifughe corrispondenti, la (i) porge 



e conseguentemente 

9 : 9*=R' : R. 

Corollario. Se la curva é un cerchio, denominando 
T il tempo che impiega il mobile a percorrere la sua 
periferia si ha 


UT= 2 «R. 

Ricavando da questa equazione U , e sostituendolo 
nella (I) si ottiene 


.'kT, 
<P = -vp— 


Digitized by Google 



— 102 — 


onde nel molo equabile per curve circolari le forze 
centrifughe variano direttamente come i raggi, e re- 
ciprocamente come i quadrati de'teinpi di una intera 
rivoluzione. 

Scolio. Ouando un corpo gira uniformemente in- 
torno ad un asse fisso, ciascuno de' suoi punti descri- 
ve una circonferenza di cerchio, che ha il centro in 
quell'asse, cil è compreso in un piano al medesimo 
asse perpendicolare. Il raggio di questo cerchio è la 
perpendicolare condotta dal punto sull'asse. E' evi- 
dente che la forza centrifuga di ogni punto del cor- 


po si ottiene moltiplicando la quantità costante 


Ar* 

W 


(dinotando T il tempo di una intera rivoluzione del 
corpo suddetto) pel raggio del cerchio, che esso pun- 
to descrive. 

Prop. V. Trovare la forza centrifuga, che sollecita 
un punto qualunque della superficie della terra. 

Rappresenti PP' l'asse di rotazione della terra, 
(lìg. 50’) C il suo centro, EE‘ l'equatore, AA' il paral- 
lelo che descrive un punto A della sua superficie: se 
per A meniamo la AB perpendicolare a PP', la forza 
centrifuga del punto A si avrà dall'equazione 



dove T indica il tempo che impiega la terra a compie- 
re una rotazione. Congiunto il raggio CA, dal trian- 
golo rettangolo RCA si ottiene BA=GA scn BCA , 
ovveramente UA=R cos 8, dinotando con It il raggio 
terrestre, e con 8 l'arco EA che misura la latitudine 
geografica di A, e che è complemento di PA. Sosti- 
tuendo nella espressione di if avremo 


ic*P, 

'P — — pi - cos 


8 . 


Corollario I. Se questa forza si scompone in due 
altre, una diretta secondo il raggio CA, l'altra scemi- 



— io;j — 


do la tangente condotta in A al meridiano PAP' , la 
prima componente sarà 


-WH 

T» 


cos*3 . 


Questa forza agisco in direziono diametralmente op- 
posta a quella della gravità ; onde la forza dalla quale 
veramente sono attirati i corpi posti sulla superficie 
della terra verso il suo centro è 


0—0 ^i- <:os *• 

A«’R g . 

I. esperienze porgono ^ =- - , per guisa che ri- 
sulta pure 





Corollario II. Quando 8=0, si Ita cos 8=1 , e quan- 
«r 

do 8 = - si ha cos 8 = 0. Dunque la forza centrifuga 
!• massima all'equatore, c svanisce a' poli della terra. 


CAPITOLO Vili. 


Del moto di un sistema di punti. Momenti d' inerzia. 


Intendesi per momenlo d’inerzia d'un sistema di 
punti rispetto ad un asse la somma de' prodotti che 
si ottengono moltiplicando la massa di ciascun punto 
del sistema pel quadralo della sua distanza dall’asse 
proposto. 

Prop. /. Il momenlo d’inerzia d’un sistema di punti 
rispetto ad un asse qualunque eguaglia il momento 
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il' inerzia dello stesso sistema rispetto ad un asse 
parallelo che passa pel suo centro di gravità ; più il 
prodotto della massa del sistema pel quadrato della 
distanza de’ due assi. 

Kappresenti PP' (lig. 57*) una rotta condotta a pia- 
cimento nello spazio, e GG' un'altra retta parallela 
ad essa condotta pel centro di gravità del sistema. 
I)a un punto qualunque A del sistema si meni un 
piano perpendicolare a queste due rette, e siano N, 
N' i punti dove le incontra. Si congiungano le rette 
AN, AN', NN', e su quest’ ultima retta prolungata , 
se occorre, da A si meni la perpendicolare AZ. Dal 
triangolo ANN' si ha 


AN'*=AN , -t-NN'*±2NN' . NZ , 

Se si pone AN = d , AN' = d', NN' = k, = 6 
in questa equazione , c poscia si moltiplica per la 
massa del punto A che rappresenteremo per m , 
risulta 


iml' , =fnd*4-nik’±2mà6. 

Formando per ciascun altro punto del sistema con- 
simili equazioni, ed addizionando i risultati si ha 

Smd'*= Smd*-J- 2 wA* ± 22,'mùA . 

Ksscndo k costante , se con M dinotasi la massa 
del sistema, risulta 2niA*=Mfc*. Inoltre l’asse GG' 
passa pel centro di gravità del sistema, e quindi 
2 mldc — k'Xmb — O. Dunque l’ equazione precedente 
si traduce in 


2md'*=2mct*-t-Mfc* , 

che c quanto dovevasi dimostrare. 

Corollario. Il momento d’inerzia d’ un sistema di 
punti varia quando da un asse si passa ad uu altro 
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asso parallelo, ed è minimo quando si riferisce al- 
1’ asso condotto pel centro di gravità del sistema. 

Scolio. Nelle proposizioni seguenti supporremo 
uniforme, c quindi =1 la densità do' corpi , di cui 
ci faremo a cercare i momenti d'inerzia. E quando 
diremo momento d'inerzia di una linea, o di nna su- 
perficie, intenderemo parlare di linee o di superficie, 
a ciascun elemento delle quali siasi attribuita una 
massa proporzionale alla estensione dell' elemento 
medesimo. 

Prop. II. Trovare il momento d'inerzia di una 
retta rispetto alla perpendicolare condotta pel suo 
centro di gravità. 

Sia AB la retta proposta (fig. 58"), C il suo punto me- 
dio o quindi il suo centro di gravità, GG la perpendico- 
lare elevata su di ossa da C. Dividasi la AD in 2 n parti 
piccolissime ed eguali fra loro CA',GB',A'A",B'B"..: 

se M (') dinota la massa di tutta la retta, sarà — la mas- 

2n 

sa di ciascuna di queste parti. Laonde denominando 
Il il richiesto momento d' inerzia avremo 

H=— [GA'* •+■ dì'* -+- GA"* -t- GÌÌ"* -f- 1 

2n 


Le distanze CA', GB'; CA", GB"... sono a due a duo 
eguali, ed il loro numero ò 2u, onde 


II 


M.AB* 

àu s 


(l+2*-t-3’-l- 


+ ><*) , 


essendo 


CA'; 


CV'— — 

’ 2u ’ ‘ 2 » ‘ 


fi I) simbolo M in ciò cito siegue indicherà sempre la massa bella 
liiura, di cui cercasi il momento d‘ incnia. 

U 
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Ora la serie l-f^’-t-B* — + ?ì a equivale ad 

1/ , 3 , )i\ 

3(^+2 n + o)' 

Dunque 

TI M.AD*/ , 3 . »\ M.ÀU Va a 1 \ 

II== w v‘ + 2 n + 2 ) = ~iT V + s: + 5r*)* 


Quando le parli in cui si è divisa la AB sono inDni- 
tamente piccole, n è un numero infinitamente gran- 
de, c la trovata espressione di li diviene 


(1) 


M.AD* Alt’ 

12 12 


come doveva ottenersi, poiché M = AU. 

Corollario. Denominando 11' il momento d'inerzia 
della stessa retta rispetto alla perpendicolare elevata 
dal punto A, e compresa nel piano GCA, si ollicnc in 
seguito della prop. I.* 

H'=H-H ab’={ Àìì\ 

Prop. III. Trovare il momento d'inerzia della pe- 
riferia d'un cerchio rispetto ad un asse elevato dal 
centro sul suo piano. 

Si divida la periferia ABCD (fig. 5!!") del dato cer- 
chio in n piccole parti eguali, e sia ab una di coleste 
parti; è chiaro che il suo momento d’inerzia rispetto 
all’ asse elevato dal centro 0 sul piano ABCD sarà 
Oa .ab. Cosi pure i momenti d' inerzia degli archetti 
bc,cd... saranno On ,bc=zOa .ab,... Adunque il totale 
momento d'inerzia della periferia del cerchio propo- 
sto sarà 

H=n . Oa* .ab— 2<0a’=M. Oct*. 

Prop. IV. Cercasi il momento d'inerzia della pe- 
riferia di un cerchio rispetto ad un diametro. 
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Da’ punti estremi, et , b dell' archetto infinitesimo 
uh si menino le n; >, In/ perpendicolari ad Al'., e la ai 
perpendicolare a b < /; o da’duc triangoli simili ubi.apQ 
si avrà l'analogia pa : Oa—ai : ab, da cui risulta 

, Oa . ni 

ab= • 

pa 

Il momento d'inerzia dell'elemento ab rispetto ad 
AC, sarà perciò 

ab . ap* z=zQa . ai . pa , 

e quello di tutta la circonferenza 2«\Oa sarà 

^ — S —3 

Il = 0«2(ai ,pa)=*. Oa = ^-0<t , 

essendo la somma de' piccoli rettangoli ai.ap nel 
limite eguale all'area ABCD del cerchio proposto. 

Prop. V. Trovare il momento d’inerzia d'ima figura 
piana qualunque rispetto ad un asso perpendicolare 
al suo piano. 

Sia AIICD la figura proposta (fig.GO*),0 il punto nel 
quale l'asse incontra perpendicolarmente il suo pia- 
no. PerO nel piano della figura si menino le due rette 
AC, DI! fra loro perpendicolari; e preso a piacimento 
un punto M nell’area della figura, o per meglio dire 
un elemento infinitesimo, giungasi la OM, e si meni 
Ms perpendicolare alla AC, ed Ms' perpendicolari) 
alla iti). Dal triangolo rettangolo OMs abbiamo 

om’=ò7*+Su’, 

onde sostituendo questo valore nell'espressione ge- 
nerale di II ovvero in 2»t.fl"=Sm.0M , dopo di aver 
posto Os = x , Hs=y, risulta 

(2) ll'=2m(x*-(- j/ a ) — 2mx* +2my*. 

•Ma Xmx* , Xmy 1 sono i momenti d' inerzia della 
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proposta arca piana rispetto alle due rette AC, DII. 
Adunque il momento d’inerzia di un arca pinna ri- 
spetto ad un asso perpendicolare al suo piano egua- 
glia la somma de' suoi momenti d'inerzia relativi a 
- duo rette poste nel piano medesimo, o clic s'incon- 
trano perpendicolarmente nel piede dell’ asse. 

Prop. VI. Domandasi il momento d'inerzia di un 
rettangolo rispetto ad un asse perpendicolare al suo 
piano, c elle passa pel vertice di uno de' suoi angoli. 

Il rettangolo Alidi (lìg. 6i")si divida in rettangoli 
infinitamente sottili della forma cbb'c'. I’oicliè questo 
rettangolo elementare, può considerarsi come una li- 
nea retta di massa cc'.cb, il suo momento d'inerzia 
rispetto ad AD sarà 

f 

— J 3 

£ cc'.cb =-* cc. AB , 

Dunque siccome AB è costante, sarà 4-M.AB* il mo- 
mento d'inerzia di lutto il rettangolo rispetto ad AD. 
Nello stesso modo si troia essere i.M.AD’ il momento 
d’inerzia del proposto rettangolo rispetto ad AB. Dun- 
que pel teorema precedente sarà 

(3) II'=^(ÀBVrD*) = M.f 

il momento d’inerzia dello stesso rettangolo rispetto 
all’asse elevato da A perpendicolarmente al suo 
piano. 

Corollario. Si menino nel proposto rettangolo le 
due rette AC,BD , e sia 0 il loro punto d’ interse- 
zione: è chiaro che questo punto è pure il centro di 
gravila del rettangolo. Quindi il suo momento d’ iner- 
zia rispetto ad un asse elevalo da 0 normalmente nel 
suo piano sarà 

(4) n=ir— m-ua’^Ìm.mì’ , 

essendo 

OA=j AC. 
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Pro]). VII. Trovare il momento d i nènia (leU'area 
del cerchio rispetto ad una rolla elevata dal centro 
perpendicolarmente al suo piano. 

Sia AltCD il proposto cerchio (Ijg. 02’). Col centro 0, 
e coi raggi Op , Op' di (Te re liti fra luro della infinite- 
sima quantità ]>p' si descrivano due altri cerchi , 
c si avrà l’anello circolare pmm'p infinitamente sot- 
tile , la cui area è 

«(Op'*—Up)=«.pp'(Op-pOp') , 

e senza errore sensìbile =Z«.pp'. Op. La quantità 
«r.jjp’.Op sarà perciò il momento d'inerzia di que- 
sto anello rispetto ad AC. Se si fa successivamente 
Op=pp' ,2pp' la formula precedente darà i 

momenti d’ inerzia degli anelli infinitamente sottili 
che compongono tulio il cerchio; onde se II, dinota 
il momento d’inerzia di tutto il cerchio rispetto ad 
AC, si avrà 

II,=*.pp'‘<l-i-2M-.T-t- .... -H* 1 ) . 


ovvero 


la quale nel limile diventa 

„ OA 1 M.OA* 
II, =*■——= — . — , 


poiché l’area del cerchio proposto é w.OA . Lo stes- 
so valore si ottiene pel momento d’inerzia relativo 
al diametro 111! perpendicolare ad AC. Adunque nel 
cerchio il momento d’ inerzia richiesto ò 


( r >) 


11 


=2ir t = 


M.OA * 

O 
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l'rop. Vili. Trovare il momento d'inerzia d'un pa- 
rallelepipedo rettangolo rispetto ad un asse perpen- 
dicolare alla sua base, c clic passa pel centro di gra- 
vità della medesima. 

Rappresenti Ac il proposto parallelepipedo (fig.63*), 
00' l’asse elevato perpendicolarmente sulla base AC 
dal suo centro 0. Supponendo diviso questo solido in 
n sottilissimi parallelepipedi con piani paralleli alla 
base AC, e denominando q il volume di uno qualun- 
que di questi parallelepipedi elementari , il suo mo- 
mento d’ inerzia rispetto ad 00' sarà ^ ^ t , come 

risulta dall’equazione (-1). Or moltiplicando questa 
equazione per n, e ponendo mente che nq — al vo- 
lume dell' intero solido proposto, e quindi alla sua 
massa M, essendo =1 la densità, si avrà 


11 = 


M.OC 

12 


Corollario. Il momento d’inerzia dello stesso pa- 
rallelepipedo rispetto ad uno de’ suoi spigoli si trova 
nella stessa guisa. Imperocché il momento d’inerzia 
determinato dalla equazione (li) si traduce in quello 
di un parallelepipedo clcmcnlarc rispetto ad Aa, se 
M si cangia in q volume di questo solido. Moltiplican- 
do per » si otterrà il richiesto momento d'inerzia 
rispetto allo spigolo Aa , cioè sarà 


M.OC 


l’rop. IX. Si domanda il momento d’inerzia di un 
cilindro rispetto al suo asse. 

Una porzione infinitesima di questo solido compre- 
sa fra due piani paralleli alla base (Bg. 64') ha per 

momento d'inerzia rispetto a CD la quantità q—^~ in 
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seguilo dell’ equazione (5) , rappresentando q il suo 
volume. Adunque sarà 


H^SqCA m .CA 


il momento richiesto, rappresentando M il volume 
del cilindro proposto. Questo volume poi è «r.CA .!)(', 
se il cilindro è pieno, e se il cilindro i vuoto 

M = «DC(CA’— Co*). 

% 

Prop. X. Trovare il momento d’ inerzia del volume 
di un cono retto rispetto al suo asse. 

Itapprcsenti CAB il cono proposto (fig. 65") CD il 
suo asse. Si menino a piacimento due piani ab,a'b' 
perpendicolari a CU , T uno infinitamente vicino 
all’altro, c si avrà il solido elementare abb'a', il cui 
momento d’ inerzia rispetto a CD ù evidentemente 

51 

q =-.cc'.ac. Ma do’ triangoli simili CAD, C ac 
si ha la proporzione. 

CD : AD :: Cc : ac ; 


onde ricavandone il valore di oc , e sostituendolo 
nell’espressione precedente, avremo che il momento 


d’inerzia di abb'a 1 sarà 


«•.AD 

2.CD 1 


. cc'.Cc . Se si fa suc- 


cessivamente Cc=cc', 2cc', ....si avranno i momenti 
d’inerzia delle successive porzioni di CAB a comin- 
ciare dal vertice, ed il momento d’inerzia totale sarà 


\ 1 1 

Il=«'.-4=-. cc ' 5 (1 -(- 2" 6* + ••• + «*) 
2CD 


supponendo =s« il numero di cotesti solidi parziali. 
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Ma in questa ipotesi, essendo ce '=— — , la preceden- 
te equazione si cangia in 


Il=^.AU*.CD(i 

l.aonilc poiché 


l+2‘H-3*-K..+n* 


) 


i +a » +3 ‘+".+H*=«.(J+l+ 5 i) I 


li 



SB‘.CDfi+i.+^ , 

\5 K 2n ,hi / 


o nel limile 


U-J.1UC.G1I. 

K poiché il volume del cono ha per espressione 
q A b’. CD, sarà 


CAPITOLO IX. 

Degli effetti dell'azione di una o più forze 
applicate ad un solido. 

Vro’p. I. Se una forza F è applicata al centro di 
gravità di un solido M, il moto di questo solido sarà 
progressivo. 

Quando la forza F è applicata al centro di gravità 
di M, l'effetto rimane lo stesso scomponendo questa 
forza in tante forze eguali c parallele alla sua dire- 


— — 
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zinne, quanti sono i punti di M, e trasportando in cia- 
scun punto una componenti*. In questa ipotesi tutti i 
punti di M sono tratti parallelamente ad una mede- 
sima direzione da forze eguali ; e dovendo per conse- 
guenza percorrere spazi eguali e paralleli nello stes- 
so tempo, il moto di M sarà necessariamente pro- 
gressivo. 

Corollario I. Il moto del solido M si eseguirà paral- 
lelamente alla direzione di F ; onde sarà rettilineo o 
curvilineo , secondo che la direzione di F sarà co- 
stante, o varierà successivamente. 

Corollario li. Se al centro di gravità di M si sup- 
pongono applicate più forze, il moto sarà tuttavia pro- 
gressivo. l)i fatti a queste forze si può sostituire la 
loro risultante , e si ha il caso di una forza sola ap- 
plicata al detto punto. Il moto di M poi si farà paral- 
lelamente alla direziono della risultante medesima. 

Prop. II. Se la forza F applicata al centro di gra- 
vità di M ò istantanea, la sua intensità ò proporzio- 
nale al prodotto della massa suddetta moltiplicata per 
la velocità che ad essa imprime. 

Allorché la forza F si decompone in tante forzo pa- 
rallele quanti sono i punti di M, la forza che sollecita 


ciascuno di questi punti è — , dinotando a il numero 

di essi. Quindi se io è la velocità con la quale ciascu- 
no di questi punti si muove si ha 


F_ j( 


»* 


Similmente sia un'altra forza istantanea F' applicata 
al centro di gravità di un'altra massa M‘; supponen- 
do clic n' sia il numero dei punti di questa massa, e 
io' la velocità loro impressa, si ottiene 

El— 

i»' 

Laonde 

F : F' = mv : [*' io'. 

ir. 
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Ma si Ita pure 
onde emerge 

F :F' = Mic: M'ic' 

come doveva dimostrarsi. 

Corollario I. Il prodotto Mto diecsi quantità di molo 
della massa M, c misura l'intensità della forza im- 
pressa al suo centro di gravità. Imperocché ponendo 
M' = l , to' = l , F'=l , dalla precedente proporzione 
risulta F=Mu>. 

Corollario II. Se F è una forza continua, la sua in- 
tensità in ciascun intervallo infinilosimo della dura- 
la del moto è proporzionale alla quantità di moto clic 
nel detto intervallo produce. Di fatti in questo caso 
F può considerarsi come una forza istantanea, clic si 
ripete a capo di ciascuno di questi tempuscoli. 

I’rop. III. Se ad una massa M si applica una forza 
F, la cui direzione non passa pel suo centro di gra- 
vità, la detta massa concepisce due movimenti , cioè 
uno di traslazione corno se F fosse applicata al cen- 
tro stesso di gravità , e l'altro di rotazione intorno a 
questo punto come se fosse immobile. 

Sia BCD ( fig. 07“ ) la massa proposta, AP la forza 
F applicata ad un suo punto A scelto ad arbitrio, G il 
suo centro di gravità. Se al punto G si applicano due 
forze Gp.Gp' eguali e contrarie fra loro , ed eguali e 
parallele ad Al’, le condizioni del molo rimangono le 
stesse di prima. Ora queste tre forze si riducono ad 
una forza Gp applicata al centro di gravità di M , la 
quale ha la stessa intensità e direzione di AP, ed 
alla coppia composta delle forze AP,Gp'. L' effetto di 
Gp è quello d'imprimere ad M un movimento pro- 
gressivo parallelo alla sua direzione. I.o effetto poi 
della coppia consiste nell' imprimere un movimento 
di rotazione alla detta massa intorno al punto G. Im- 
perocché la coppia non può produrre alcuno sposta- 
mento in questo punto, giacché trasportato ivi le for- 
ze clic la compongono si elidono. Dunque l'effetto 
della coppia su di M è quello stesso che avrebbe luo- 
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go, se il suo centro di gravità fosse immobile, cioè un 
moto di rotazione intorno a questo punto. 

Corollario. Se alla massa M si applicano più forze, 
possono avvenire tre casi — 1.° che tanto la forza 
principale , quanto la coppia risultante non siano 
nulle — 2.° che sia nulla la sola coppia risultante — 
:b° che sia nulla la sola forza principale. Nel primo 
caso M concepirà i due movimenti anzidelli; nel se- 
condo caso concepirà solo movimento di traslazione; 
e nell'ultimo caso roterà soltanto intorno a G, come 
farebbe se questo punto fosse fisso. 

Scolio. Allorché un sistema di punti uniti fra loro 
sia per mezzo di verghe rigide, sia per mezzo di fili, 
sia in un altro modo qualunque, è sollecitalo da forze 
comunque dirette nello spazio, una parte dell’ener- 
gia di queste forze è distrutta dai legami del sistema; 
e la velocità , con la quale si muove ciascun punto 
non è quella stessa, con cui si muovcrebbe se fosse 
libero. Quindi la quantità di moto che imprimono le 
forze a ciascun punto del sistema stesso è diversa 
da quella, che risulta moltiplicando la massa dello 
stesso punto per la velocità con cui si muove real- 
mente. La quantità di moto dovuta alla parte delle 
forze distrutte dai legami del sistema dicesi quan- 
tità di moto perduta, e quella che produce il molo 
dicesi quantità di moto attuale. 

Prop. 1 V. Nel moto di un sistema di punti mate- 
riali connessi fra loro in un modo qualunque la quan- 
tità di moto impresse fanno equilibrio allo quantità 
di moto attuali rivolte in verso contrario. 

Ciascuna quantità di moto impressa è la risultante 
della corrispondente quantità di moto attuale e quan- 
tità di molo perduta. Dunque ciascuna quantità di 
moto perduta può considerarsi a sua volta come la 
risultante della quantità- di moto impressa c la quan- 
tità di moto attuale rivolta in verso opposto; c conse- 
guentemente il sistema delle quantità di moto per- 
dute é equivalente al sistema delle quantità di molo 
impresse c delle quantità di moto attuali rivolte in 
senso opposto. Ma il primo sistema di quantità di molo 
non produce alcun movimento nel sistema dei punii 
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proposti, cioè è un sistema di quantità di molo che si 
fanno equilibrio fra loro. Dunque anche il sistema 
delle quantità di molo impresse e delle quantità di 
moto attuali rivolte in verso opposto è un sistema di 
quantità di molo che sono in equilibrio. 

Corollario. Dunque se ad una massa s'imprime un 
certo numero di quantità di moto, questo trasportale 
parallelamente a se stesse nel suo centro di gravità 
fanno equilibrio alle quantità di molo attuale della 
massa medesima rivolle in senso opposto. E simil- 
mente la coppia risultante delle prime quantità ili 
moto fa equilibrio alla coppia delle quantità attuali 
di moto rivolta in verso opposto. 

Scolio. Dicesi forza vira di un sistema di punti la 
somma ilei prodotti che si ottengono moltiplicando la 
massa di ciascun punto pel quadrato della sua attua- 
le velocità. La forza viva di un sistema di punti è per 
conseguenza quantità positiva. 

Vrop. V. Se AB , A'D' , A"B"... (fig. 68*) sono gli 
archetti delle traiettorie dai punti del sistema percor- 
si in un intervallo di tempo infinitesimo; le 

componenti tangenziali delle forze attuali di questi 
punti; v 0 , v' ot v" 0 ,... le velocità che essi hanno quan- 
do si trovano rispettivamente in A,A',A",...r,e',r",... 
le loro velocità quando son passati in B ,B',B",....; e 
finalmente nt.m'.m";... le loro masse si ha sempre 
la relazione 

(1) Smti* — 5mv 0 ’=22/’. AB , 

supponendo che il sommatorio 5 si estenda a tuli' i 
punti del sistema proposto. 

Le forze f ,f ,f' .... nel piccolissimo intervallo di 
tempo, nel quale si percorrono gli archetti AB, A'D', 

A"B" rimangono sensibilmente costanti ; onde 

siccome i punti del sistema sotto l’azione delle dette 
forze si movono come se fossero liberi, cosi suppo- 
nendoli senza massa avremo f equazioni 

t>“ — v 0 x =2 f .AB 
v“ — t’o' 1 =2f . A'B' 
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Se ora immaginiamo nei delti punii collocate le pic- 
cole masse i« , ni' , m" ciascuna dell’equazioui 

precedenti è sensibilmente vera quando si riferisce ad 
un pillilo qualunque della corrispondente massa. Dun- 
que moltiplicandole rispettivamente per 
non cesseranno di esser vere ; ed addizionando que- 
sti prodotti si avrà l’equazione proposta. 

Corollario. Dinoti AF la forza attuale del punto A; 
AT la tangente alla traiettoria AB in A; KB, liil le 
perpendicolari condotte rispettivamente da F,B sulle 
rette AT, AF. Poiché i due triangoli APF, A11B sono 
rispettivamente rettangoli in P ed 11, ed hanno in A 
un angolo comune, essi sono simili; c quindi si ha 
AP . AB=AF . All. Dunque essendo AP ciò che rap- 
presenta f, mediante questa relazione l’ equazione 1 1 ) 
diventa 

Sm u* — Xmi' 0 ’=22AF . AH. 

Ma se P.P'lP",... sono le forze impresse allo masse 
m , iii'.m" .... del sistema, e p ,p' ,p" le proiezioni 
di AB, A'It',A"B'',... sulle direzioni di queste forze, 
si ha per quanto si è dimostralo nella prop. IH. 

2Pp = SAF. All , 

poiché il sistema dello forze perdute è un sistema di 
forze in equilibrio, e quindi é nulla la somma dei 
loro momenti virtuali. Dunque si ha pure 

ime* — Smt) 0 *=2sPj>. 

Scolio. I.a quantità Pp dicesi lavoro dinamico ele- 
mentare della forza P. È dicesi lavoro dinamico della 
forca P in un dato tempo la somma dei lavori dina- 
mici. elementari compiuti nei tempuscoli infinitesi- 
mi, dei quali si compone quella durata. 

Prop. VI. Il doppio del lavoro dinamico delle forzo 
applicate ad un sistema di punti che si compie in 
una qualunque durata o tempo t, eguaglia la forza 
viva del dato sistema corrispondente alla fine del 
tempo < diminuita della forza viva corrispondente al 
principio di questa durata. 
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Supponiamo la durala t divisa noi tempuscoli infi- 
nitesimi ; , t' , t'',... t(“) ; e siano ime,*, imi»,*,..., 
limi',’, li: forse vive del sistema alla line di cotesti 
tempuscoli : e £l'j) , sP,j>, , Sl*,j), , iP.p,, i lavori 
dinamici elementari in ossi tempuscoli compiuti: è 
evidente clic si avranno I' equazioni 

Sino *— 5«if 0 *=22Pp 
Sino,* — Sino *=ii5P,p, 


5>m>V-2mi*._.=22P,j).. 

Addizionando tutte queste equazioni si otterrà 

»/= 2S( l'P + P,?>,+ P,l’,+ ■ • • H- P„ V J , 

come dovevamo dimostrare. 

Corollario 1. Se le forze che sollecitano il sistema 
sono costanti, sarà P=^P,=P > =...s=P,, e per conse- 
guenza 

Zmv # *=2SP(p + p.+ji.-t- ... +;'»)• 

Ora p-f-}>,+J>,-t- ... +p„ è la proiezione dell' arco 
della traiettoria percorsa da in nel tempo t sulla di- 
rezione della forza applicala a questo punto. Dunque 
denominando s questa proiezione avremo 

(2) Imo,*— Zm«.*=2Srs. 

Corollario II. Se le masse sono solle- 

citate al moto dal proprio peso, le proiezioni s,s\s"... 
sono le altezze dalle quali debbono cadere con le ve- 
locità iniziali v 0 ,v' 0 ,v" 0 ,... per possedere alla line del 
tempo t lo velocità r B , v' n , ti" ... Dunque osservan- 
do che ciascuna forza eguaglia la gravità ;i molti- 
plicata per la massa a cui à applicala, l'equazione 
precedente si traduce in 

Sme H * — Xmr 0 a — 2;/£ms. 

Ora sia 11 1' altezza che nel medesimo tempo pcrcor- 
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re il centro rii gravili del sistema, ed M la somma 
delle masse che lo compongono; ed essendo 

2ms=MII , 

sostituendo nella precedente equazione avremo 

— Imv 0 m z=2gMII , 

cioè il guadagno della forza viva di un sistema di mas- 
se sollecitate dalla propria graviti lungo la verticale 
eguaglia il doppio lavoro dinamico del centro di 
gravità. 

Corollario III. Quando le forze applicato al siste- 
ma sono istantanee, la forza viva è costante. Di falli 
le forze P nell’ equazione (2) sono forze acceleratrici , 
le quali nella presente ipotesi sono nulle. 

CAPITOLO X. 

Del moto di rotazione di un sistema rigido 
intorno ad un asse fisso. 

Allorché un sistema rigido gira intorno ad una ret- 
ta fissa, ciascuno dei suoi punti percorre una circon- 
ferenza di cerchio od una porzione di circonferenza, 
la quale è compresa in un piano perpendicolare a 
questa retta ed ha in essa il suo centro. Colai retta 
dicesi asse di rotazione del sistema. 

Prop. 1. Nel moto di rotazione di un sistema rigi- 
do intorno ad un asse i raggi delle circonferenze, che 
descrivono i suoi punti, percorrono angoli eguali in 
uno stesso tempo; e le velocità di questi punti sono 
direttamente proporzionali ai raggi stessi. 

Rappresenti CC' ( Dg. lit)*) l’asse di rotazione del 
sistema rigirio proposto; A , 13 due de’ suoi punti presi 
ad arbitrio. Poiché il sistema proposto è di figura in- 
variabile, l’angolo diedro dei due piani CAC'.CRC' 
deve rimanere costante in tutta la durala del moto. 
Quindi rotando questi piani intorno a CC' debbono 
descrivere angoli diedri eguali nello stesso tempo. 
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Ma questi angoli hanno por misura gli angoli piani 
olio percorrono le perpendicolari AM , UN condotto 
da A,B sull’asse CC'. Dunque questi angoli piani 
sono eguali fra loro. Inoltre siano AA'.BIi' due ar- 
chetti infinitesimi delle traiettorie dei punti A, II; r 
il tempuscolo nel quale questi archi sono descritti ; 
w , te' le velocità con cui sono percorsi, c sarà 

AA' : BB'=u> : to'. 

Ma dall’ eguaglianza dogli angoli AMA'.BNB' si ha 
ancora 


A A' : BB'=AM : UN. 

Dunque ponendo AM = r,BN=er', avremo 
te : te'=r : r'. 

Corollario. Dicesi velocità angolare del sinlcma la 
velocità comune ai suoi punti posti alla distanza =1 
dall’asse di rotazione. Quindi la velocità di un punto 
qualunque del sistema eguaglia la velocità angolare 
del sistema stesso moltiplicala per la sua distanza 
dall’ asse. 

Prop. II. Se un sistema rigido girevole intorno ad 
un asse è posto in movimento da una forza istanta- 
nea compresa in un piano perpendicolare all’asse 
medesimo , la sua velocità angolare è costante ed 
eguaglia il momento della forza diviso pel momento 
d’inerzia del sistema, supponendo entrambi i mo- 
menti riferiti all'asse di rotazione. 

Rappresenti AF la forza istantànea applicata al 
punto A del sistema, FAM il piano che comprende 
questa forza ed è perpendicolare all’asse di rotazio- 
ne. Se nel punto M, dove questo piano incontra l’asse 
applichiamo due forze eguali e contrarie MII , MH', 
con la condizione che siano comprese nel detto pia- 
no e siano parallele adAF,Ie condizioni del molo 
del sistema rimangono immutate. Ora la forza MII è 
distraila dalla resistenza dell’asse di rotazione CC' ; 
onde il sistema trovasi sottoposto alla sola azione di 
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una coppia compresa noi piano FAM, ed avente pet 
momento AF.Mg, dinotando M</ la perpendicolare 
condotta da M su AF. Le quantità di moto delle mas- 
so m , m' , in" , . . . sono mw — mrio , in‘w'=m'r'.t, 
m"u)"=m"r"t>,... dinotando r, r', i raggi delle 

traiettorie dei punti, ed «la velocità angolare del 
sistema. Ciascuna di queste quantità di molo può 
esser sostituita da una eguale quantità di moto appli- 
cata all'asse di rotazione e da una coppia. Le quan- 
tità di molo applicato all’asse sono distrutte dalla 
sua resistenza, e le coppie si compongono in una sola 
il cui momento è «Smr*, perchè sono tutte comprese 
in piani paralleli fra loro. Ora i due momenti A K.M</ , 
oiSmr" sono i momenti della forza impressa del si- 
stema c della quantità di molo o forza attualo del 
medesimo rispetto ad uno stesso asse. Dunque que- 
gli due momenti si eguagliano, e perciò si ha 


V 


AI'.M 7 
2mr* 


che è quanto dovevasi dimostrare. 

Corollario. Se al sistema sono applicate più forze 
istantanee comprese in piani perpendicolari all'asse 
di rotazione, l'equazione il) non cessa di esser vera, 
purché al numcratorq del secondo membro di questa 
equazione si sostituisca la somma ilei momenti di 
tulle le forze impresse. E se poi le dette forze sono 
dirette comunque nello spazio , per esser vera la (1| 
è mestieri che il numeratore AF.Mq venga sostituito 
dal momento risultante delle proiezioni delle forze 
stesse in un piano perpendicolare all'asse di rota- 
zione. Imperocché scomponendo ciascuna forza in 
due altre, l una delle quali sia parallela e l’altra per- 
pendicolare all'asse, il gruppo dello prime forze non 
ha influenza sul moto del sistema. 

Prop. III. Trovare le pressioni che sostiene l’asse 
GG', mentre il sistema rigido gira intorno ad esso, 
nella supposizione che la forza l 1 sia diretta comun- 
que nello spazio. 

Del punto A, al quale è applicala la forza P si meni 

10 



un piano perpendicolare a CC', e sia M la loro co- 
mune intersezione: tracciando in questo piano due 
rette MX , MY, la terna MX , MY , MC formerà un si- 
stema di assi rettangolari. Siano X , Y , Z le compo- 
nenti di P parallele a questi tre assi ; x, y, z le coor- 
dinate di un pftnto qualunque ni del sistema; io la 
velocità di questo punto; a , b le coordinate di A 
Poiché la direzione di to è compresa in nn piano per- 
pendicolare all'asse delle : ovvero ad MC, la compo- 
nente di questa velocità parallela a tale asse è nulla, 
e le altre due componenti parallele ad MX , MY sono 
rispettivamente io eos (u'x) , io sen (ter). Il raggio r 
della circonferenza clic descrive m forma con l asse 
MX l'angolo (rx), che verifica l'equazioni 

* x 1/ 

eos(rx)=- , se#(r.T»“ ; 

>• r 

onde essendo ie perpendicolare ad r , e per conse- 
guenza fuixl=fM) 0 -)- (ri), risulta 

V x 

cos(ieo’)= , sen 110x1=:— • 

r r 

Dunque poiché te— r.v . le anzidetto componenti di io 
si riducono a 

ireos iie.rk - vi/ , lese ri (U’X| — . vx , 

e per le componenti della quantità di molo parallele 
ai medesimi assi si ha — mi/» , mxv. Le componenti 
delle quantità di moto degli altri punti si ottengono 
apponendo gli apici ad m , x , y. Inoltre le pressioni 
che soffre l'asse CC* possono ridursi a due forze non 
comprese nello stesso piano; ed una di esse può farsi 
passare per M, e l'altra per un altro punto M' preso 
ad arbitrio sulla stessa retta. Ora siccome questi due 
punti possono sostituire l'asse CC' quando si sup- 
pongono fissi, ne consegnila che se ad essi si sosti- 
tuiscono due forze eguali e contrarie alle pressioni , 
mentre le condizioni del moto rimangono le stesse di 
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pria, il sistema proposto può considerarsi come un 
sistema libero in movimento. Dunque dinotando tali 
forze con R,,R, , vi devo essere equilibrio tra le 
quantità di moto del sistema e le tre forze — P, — R,, 
— R,. E però se X, , Y, , Z, ; X, , Y„,Z, sono rispet- 
tivamente le componenti di R, , R, parallele ai tre 
assi delle coordinate; esisupponc MM'=s,,si avra’n- 
no per l’equilibrio in discorso le seguenti equazioni 

( X-t-X.-t-X.-f-wsmi/rnO ; 6 X — aY-t-»Emr*=0 
(2) 1 Y-t-Y,-}- Y . — xlmx = 0 ; r t X, — a'£-\-xZmyz=tì 

\ Z -+-Z, + Z,=0 ; i,Y. — 6Z — »2tnrz=0. 

Corollario 1. Essendo 6X. — aY‘ il momento della 
proiezione di P nel piano XMY, la prima equazione 
della 2 * terna rientra nella (1). Quindi I’ equazioni . 
di cui possiamo disporre per dctermiqare X, , X, , 
Y, , Y, , Z, , Z, , si riducono a cinque. E’ equazione 
Z-t-Z,-|-Z,= 0 dimostra che si può determinare la 
somma soltanto delle componenti di R, , R, parallele 
all’asse di rotazione. 

Corollario II. Eliminando r a fra la seconda c terza 
equazione della seconda terna delle (2|, ed associan- 
do il risultato alla prima terna, si hanno quattro 
equazioni fra le sei incognite X, , X, , Y, , Y, , Z, , Z,. 
Non polendosi disporre che di sole due di queste 
quantità, ne conseguila che nel caso generale nes- 
suna delle forze II, , R„ può esser nulla , e quindi le 
pressioni che sostiene CO' non possono ridursi ad 
una forza unica. 

Prop. IV. Trovare la velocità angolare di un si- 
stema rigido, che per effetto della propria gravità 
oscilla intorno ad un asse orizzontale. 

Nel precedente capitolo si i> detto che il guadagno 
della forza viva di un sistema rigido incitato dalla 
propria gravità è dato dall’equazione. 

Imo* — Xmn 0 *=2Mgft. 

Nel caso alleate c o = 0 , o — r«; onde questa equa- 
zione diventa 

»’£mr*= 2Mph , 



dalla quale si Uà e 



J'rop. V. In ogni sistema rigido, che oscilla intor- 
no ad un asse orizzontale per effetto della propria 
gravità, si trova un punto che oscilla come se fosse 
isolato u raccogliesse in se tutta la massa del si- 
stema. 

Sia AVA" il sistema rigido proposto (fig. 70*) CI il 
suo centro di gravità nell'origine del molo. Per G 
meniamo un piano perpendicolare all'asse di rotazio- 
ne , e sia C la loro comune intersezione: se ® rap- 
presenta la velocità angolare del sistema quando il 
suo centro di gravità da G à passato in G', la quantità 
/i contenuta nella precedente espressione di w è la 
porzione EE' della verticale CM condotta per G, la 
quale è intercetta fra le orizzontali GE , G'E'. Sulla 
CG prolungata, se occorre, si prenda la parte 


( 3 ) 


CU: 


M.CG ’ 


cd eliminando Siur* mediante questa equazione dal- 
la (‘21 avremo 




' ■Ì<J ■ ek - 

ch.cg' 


Ora sia II' la posizione di 11 quando G passa in G': e 
cominci-lido da H , II' le perpendicolari HE , H'E' 
sullaGM, dai triangoli simili CEG.C.Ell , CE'G',CE'H' 
avremo 

CE CE CE' CE' 

CG CH ; CG 7- ~CH 7 ' 


Dunque essendo CH' = CH , GG'=CG, risulta pure 

EE' CE' — CE CE — CE EE' 

CG - '" CC ~ Gli — GII 5 
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c la precedenti! espressione di « diviene 

t/àyTFF 7 

B=rr (III - 

die è il valore di ® quando 11 oscillasse come un 
punto isolalo. 

•Scolio. Un sistema rigido, che oscilla intorno ad 
un asse orizzontale per effetto della propria gravità , 
dicesi pendolo composto; ed il punto 11 di questo si- 
stema determinato dall’ equazione (3) si denomina 
fenico, di oscillazione del pendolo composto. 

Corollario l. Supponiamo che le oscillazioni del 
pendolo composto siano infinitamente piccole. Poiché 
esse debbono essere sincrone ovvero di egual durata 
con quelle del punto II , denominando T questa du- 
rata, sarà 


T = *l/— - 
V 'J 

Ora se si dinota per.S il momento d'inerzia del siste- 
ma rispetto ad un asse parallelo a quello di rotazio- 
ne c clic passa pel centro di gravità del sistema 
stesso, si ha 

lmr*=S+ M.CG* ; 

onde sostituendo per 2»nr f il suo valore M . Gli . CG 
avremo 


CH = CG- 


S _S_ 

"m . cg ’ 


supponendo per brevità CG —U. Questo valore di GII 
sostituito nella espressione di T porge 



4 
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Corollario 11. He per H si conduce una orizzontale 
ligata invariabilmente col proposto sistema rigido e 
parallela all'asse di oscillazione, lutti i punti di que- 
sta retla faranno oscillazioni sincrone col punto H. 
Questa retta dicesi perciò linea de' centri di oscilla- 
zione del pendolo composto. 

Prop. VI. I.' asse di oscillazione di un pendolo 
composto e la linea dei centri di oscillazione possono 
scambiarsi reciprocamente, senza che avvenga alcun 
cangiamento nelle oscillazioni. 

Supponiamo che diventi immobile il punto H e con 
esso la linea dei centri di oscillazione, e che cessi 
di esser tale l'antico assedi oscillazione: è evidente 
che il sistema trascinato dalla propria gravità oscil- 
lerà intorno all’asse che passa per H. Denominando 
x la distanza del novello centro di oscillazione da II, 
avremo 


->»*<' rii , h 

r M.GH ' + M.r,H' 

Da questa equazione ricavasi 
S 

(a: -r- GH)UH = —=(011 — liti) OH = GC . GH , 

onde risulta niauil'eslaineute 

x=GH-f-CG = CH , 
come dovevasi dimostrare. 


CAPITOMI XI. 

Dell’urto dei corpi solidi. 

Allorché due corpi sottoposti a movimento di tras- 
lazione s’ incontrario , possono avvenire tre cose ; 
1.® che i loro centri di gravità percorrano la stessa 
retta e che questa sia normale alle loro superficie 
nel punto di rontatto — 2.” che la retta percorsa dal 


a 
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centro di gravila del corpu urtante sia normale alla 
sua superficie cd a quella del corpo urlato nel punto 
di contatto, ma non passi pel centro di gravità di que- 
st’ultimo — 3.° che la retta percorsa del centro di 
gravità del corpo urtante passi pel punto di contatto, 
ma incontri obliquamente il piano tangente ih detto 
punto. Nel primo caso l’urlo dicesi centrale diretto, 
nel secondo caso l'urto dicesi diretto ed eccentrico, 
e nel terzo caso dicesi obbliquo Nelle proposizioni 
seguenti diremo soltanto dell'urto centrale c diretto. 

Prop. I. Tra due solidi M ed M' animati dalle ve- 
locità u, «' dirette nello stesso verso della velocità 
minore «' avviene l'urlo centrale e diretto: si doman- 
dano lo velocità delle dette masse dopo l’urto, suppo- 
nendo che continuino a muoversi unite. 

Se dopo l’urto M avesse una velocità maggiore di 
quella di M', questa massa impedirebbe il molo della 
prima, e per conseguenza dovrebbe continuare l’ur- 
to, il che è contro l'ipotesi. Se per contrario dopo 
l’urto la velocità di M fosse minore di quella di M\ 
la distanza dei loro centri di gravità aumenterebbe 
col tempo, e le dette masse non potrebbero continua- 
re a procedere unite, il che à anche contro l’ipotesi. 
In conseguenza dopo l’urto le velocità di M cd M' deb- 
bono eguagliarsi. Ora sia w la velocità comune a que- 
ste due masse dopo 1’ urto; ed essendo Mu , M'«' le 
quantità di moto impresse, ed Mu’ , M'tu le quantità 
di molo attuale del sistema delle masse proposte, ap- 
plicando il principio di d’ Alembert al caso presente 
avremo , 

Mu-t-M'u' — (M-t-M')w=0. 

Quindi la richiesta velocità sarà data Hall’ equazione 


(1 


Mmh-MV 


•v M-l-M' 

Corollario I. Se il corpo urlato M' prima dell’ urlo 
si suppone in quiete, risulta u'=0 , e quindi 

Mi< 

ni — • 

M+M' 
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Questa equazione esprimo il leoroma lasciatoci «lai 
Honm:r.Li. Ove poi M' prima dell' orlo fossp animale 
da velocità diretta in verso opposto a quella di M; 
I' equazione li I diviene 

Mu — M'u' 


e dimostra die la masse M ed M' dopo l'urto si mine, 
veranno nel verso del moto di M o di M ' secondo che 
Mu è > ovvero < M'u'. 

Corollario li. La velocità perduta da M , M' nell'urlo 
sono evidentemente tt — tv — to, ovvero 

M'(u — u') M(u — «') 

M-t-M' ’ M-t-M' ’ 

e quindi reciprocamente proporzionali alle masse 
medesime. K la velocità del loro centro di gravità do- 
po l'urlo rimane immuta, poiché quesla velocità pri- 
ma dell'urto è 


Mu-f-MV 
M + M' ’ 


e dopo de.ir urto è io. 

Prop. 11. Si domanda la perdita della forza viva 
che avviene nel sistema delie due masse M ed M' a 
cagione dell’urlo, supponendo che questo accada con 
le condizioni precedenti. 

Dinotando con K la richiesta perdila della forza 
viva, si ha evidentemente 

K = Mi-*4- M'u''— (M + M')ie*. 

(Ira dalla il) si deduce 

0= 2{M -4- M')io* — 2 (Mu +MV)te ; 

onde addizionando queste due equazioni risulla 

K = M fu — ie)’-|- M 'tu' — tei* . 


Di ài 
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vale a dire che la forza viva perduta dal sistema 
delle masse proposte è la somma delle forze vive 
perdute da ciascuna massa dopo l' urto. Questo teo- 
rema è dovuto a Cabnot. 

Scolio. L'urto dei corpi può avvenire o senza pro- 
durre sensibile alterazione nella loro figura, o accom- 
pagnalo da qualche alterazione di figura. Nel primo 
caso i corpi si dicono duri, e nell'altro caso si distin- 
guono in molli ed elastici. Ne'corpi molli la compres- 
sione avvenuta nell'atto dell'urto perdura anche dopo 
che l’urto ò cessato; e nei corpi elastici si spiega 
dopo l'urto una forza di restituzione , la quale co- 
stringe ciascuna massa a ripigliare la forma primi- 
tiva. Questa forza di restituzione dicesi elasticità ; cd 
è perfetta se produce un effetto eguale e contrario 
t alla forza di compressione , ed imperfetta quando la 
sua intensità è minore di questa. Se i teoremi pre- 
cedenti valgono egualmente pei corpi duri e molli , 
lo stesso non può dirsi pei corpi elastici , come di- 
chiareremo nelle proposizioni seguenti. 

Prop. III. Due masso M ,M' dotate di perfetta clasti- 
.cità, cd animate dalle velocità t(,u', si scontrino con 
urto diretto c centrale: si domanda la velocità da cui 
sonoaffette dopo che han ripigliato le figure primitive. 

Sia w la velocità comune alle due masse nell'istan- 
te, in cui si compie la percossa e non ancora comin- 
cia ad agire la forza di restituzione: se si domandano 
le velocità da esse perdute dopo che questa forza 
ha finito di agire, tali velocità sono u — w , u' — io. 
Quindi quando questa forza ha cessalo di agire , le 
velocità che rimangono sono 

w =u> — (w — to) = 2io — u 
v'=.w — (»•■ — to)=2io — u'. 

Sostituendo per io il suo valore ottenuto nello propo- 
sizioni precedenti, avremo 

2(Mii -f- M V) 2M'(u' — «) 

1! — W J 

M + M' M + M' 

, 2(M«+MV) , , 2M(u' — w) 

* ~ M -f M' "~ U M + M' 

i7 
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Corollario. Se le masse sono eguali, dopo l'urlo av- 
viene uno scambio nelle loro velocità. Imperocché 
ponendo M = M' nell' equazioni precedenti risulta 
v=u' , 

Prop. IV. Nell'urto di due corpi perfettamente ela- 
stici non avviene alcuna perdita di forza viva nel loro 
sistema. 

Dall' equazioni trovale nella precedente proposi- 
zione si ottiene evidentemente 


' U ~ V = - 

Suslituendo questi valori nell equazione 
II M(h* — ti") +M'|ii 1 ' — n' 1 ) 


2M'(u' — xi) 
M-t-M' 

2M(u'~ ri) 
M -t-M' 


otterremo con facili riduzioni H= 0 



LIBRO TERZO 


IDROSTATICA 


CAPITOLO PRIMO 

Proprietà caratteristiche dei fluidi. Equilibrio 
di un liquido pesante. 

1 fluidi si dividono in compressibili ed incompres- 
sibili. In questa ultima specie di fluidi non avviene 
cangiamento (almeno sensibile) di densità quando si 
fa variare la pressione e la. temperatura entro limiti 
non eccessivi. E questi fluidi si dicono anche liquidi. 
I fluidi Compressibili, denominati ancora fluidi cla- 
stici, cangiano sensibilmente di densità per ogni mi- 
nimo cangiamento di temperatura o di pressione che 
in essi avviene. E si dividono in gass ed in vapori. 
I primi per cangiamento qualunque di pressione e di 
temperatura non iscambiano mai la loro natura, co- 
me l'aria, l'idrogeno, oc. Gli altri poi, sebbene siano 
capaci di una dilatazione indefinita , non possono so- 
stenere la condensazione che sino ad un certo limile; 
oltrepassato il quale , o interamente od in parte si 
trasformano in liquidi. 

Nei fluidi, di qualunquuc specie essi siano, ogni 
molecola ù disgregata dalle altre , ed è da esse pre- 
muta Questa pressione varia in generalo da mole- 
cola a molecola , e dipende dal modo nel quale le 
molecole sono distribuite, e dallo forze che le solle- 
citano. 

Ter rappresentare la pressione, che sostiene uu 
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punto qualunque ili una massa fluida si supponga 
menala per questo punto una superfìcie piana infini- 
tamente piccola, e su di essa elevalo un prisma retto 
di fluido omogeneo e di tale altezza , clic nel peso 
eguagli la pressione che la detta superfìcie sostiene. 
11 rapporto di questo peso alla base del prisma è ciò 
che diccsi misura della pressione relativa al punto, 
od anche pressione relativa all'unità di superfìcie. 

Prop. I. In un punto qualunque di una massa flui- 
da equilibrala la pressione computata secondo qua- 
lunque direzione ò costante. 

Pel punto A (fig. 71“) di una massa fluida equili- 
brata si conducano due piani a piacimento, e la loro 
comune intersezione sia AA'. Su questa retta si tagli 
la piccola parte AD; e nei due piani anzidelli e su 
AD si costruiscano i quadrali ABDC , AB'C'D , o si 
congiungano le BB' , CG'. Se la massa fluida conte- 
nuta nel prisma ADCll'ò in equilibrio, perdurerà in 
questo stato anche quando si suppone solidificata; e 
siccome le pressioni clic il fluido circostante eser- 
cita sullo cinque facce del prisma debbono fare equi- 
librio alle forze che sollecitano il fluido tra esse rac- 
chiuso, cosi tutte queste forze debbono verificare le 
condizioni dell’ equilibrio di un solido. Dunque se 
per A si conduce una rulla MN parallela a DB', e su 
questa retta si proiettano le pressioni e le forze an- 
zidetto, la somma di (ulte queste proiezioni deve es- 
sere =0. il fluido esercita sulle due facce ABCD, 
AB'C'D lo pressioni pv ,p'u, supponendo che » sia 
la loro area, e p . p’ le pressioni relative all'uni- 
tà di superficie ; onde le i , sono gli angoli che 
le normali ad ABCD , AB'C'D' formano con MN , 
le proiezioni di pv , ;>'« su questa retta saranno 
jiiicos* ,p'«cos *'. Le pressioni perpendicolari alle 
altre facce hanno zero per loro componenti parallele 
ad AA'. Laonde se per X si dinota la somma delle 
proiezioni dello forze interne sulla stessa retta MN, 
si avrà per l’equilibrio , 

i' (p còs » 4-p' cos *’)-(- X — 0. 

Ora X aumenta e diminuisce col numero delle molc- 
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cole contenute nel prisma, cioè è proporzionale al 
suo volume; onde se poniamo X = r», » sarà qu.ui- 
tilà dello stess' ordine di MD. Sostituendo nella pre- 
cedente equazione avremo 

|)cos»-f-}>'coso'-f-l=0. i 

Ma gli angoli », a' sono supplementari, poiché gli 
angoli BAM , B'AN sono eguali fra loro Dunque 
l'equazione precedente diviene 

(V — V') cos * ■+■ X= 0 ; 

e dimostra che quando il prisma diventa infinitamente 
piccolo le pressioni p , p’ sono sensibilmente eguali 
fra loro, rimanendo qualunque l'angolo a e l'angolo 
compreso fra i piani AIÌCD , AB'C'D. 

l’rop. II. Trovare la pressione relativa ad un pun- 
to di un liquido pesante di uniforme densità ed in 
equilibrio, essendo data la sua profondità rispetto 
ad un altro punto posto sulla stessa verticale, e la 
pressione relativa a questo secondo punto. 

Rappresenti ABCD (Gg.72*) la proposta massa flui- 
da in equilibrio, ed MN la direziono della gravità. 
Immaginiamo dentro il fluido un prisma infinitamente 
sottile FGKL, il cui asse sia parallelo ad MN: dico 
clic sarà 

(I) B=P„ + !/Dz, 

dinotando p„ , p le pressioni relative all' unità di su- 
perficie in KL , GII ; n la gravità; D la densità del 
fluido; e : l'altezza del prisma FGKL. Imperocché 
supponendo solidificaio questo prisma, le condizioni 
dei suo equilibrio non vengono ad alterarsi. Ora es- 
sendo la gravità la sola forza che sollecita le mole- 
cole contenute in FGKL, le pressioni proiettate su 
qualunque retta perpendicolare ad MN debbono ave- 
re per risultante zero, altrimenti il prisma concepi- 
rebbe un moto diretto secondo una delle perpendico- 
lari suddette. Non restano dunque a considerare clic 
la gravila, e le componenti delle pressioni esercitale 
sull" basi 'Fi., GK parallelamente ad MN, poiché le 
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pressioni relative alle facce del prisma sono perpen- 
dicolari alla verticale. Se * 0 , * sono pii angoli clic le 
normali condotte a queste superficie formano con MN, 
le proiezioni delle pressioni suddette su questa retta 
sono ji 0 .FL.cos«„ , p.GK.cosa. Ma KL. cosa,,, GK. cosa 
misurano l'area della sezione del prisma fatta con un 
piano orizzontale; onde dinotando tal sezione per », 
avremo p a » ,pv per le proiezioni in discorso. Inoltre 
la forza motrice del prisma è gDzv. Dunque siccome 
questa forza c j>„» hanno la stessa direzione , c p» 
la direzione contraria, per l'equilibrio richicdcsi 
clic sin 

jM>=p 0 ®-4-gDz», 

la qual' equazione divisa per » porge la (1). 

Scolio. La superficie di livello di un fluido in equi- 
librio £ quella, rispetto alla quale la pressione è co- 
stante in tutti i punti. La forza, che sollecita ciascun 
punto di questa superficie, deve esser diretta neces- 
sariamente secondo la normale nello stesso punto ; 
poiché se cosi non fosse , questa forza potrebbe con- 
cepirsi decomposta in altre due, Cuna diretta se- 
condo la normale, e l'altra secondo una delle tan- 
genti alla superficie suddetta, e questa seconda forza 
produrrebbe movimento. Nè basta che la forza riesca 
normale alla superficie di livello, ma richiedesi che» 
agisca nel verso opposto della pressione affinchè 
regga I equilibrio. 

Corollario I. Dunque nei liquidi pesanti equilibrati 
la superficie di livello è un piano orizzontale. Di fatti 
in questi fluidi le pressioni e la forza sono dirette 
secondo la verticale in lutti i punti. 

Corollario II. Dall’equazione (1) risulta 

P— Po=0 D *- 

Dunque la differenza delle pressioni relative a due 
punti qualunque è proporzionale alla profondità del- 
l'uno rispetto all'altro. 

Corollario HI. L' equazione (1) è vera anche quan- 
do j>„ , p rappresentano le pressioni relative alla su- 
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perficie di livello ed al l'ondo dui recipiente dui li- 
quido. 

Prop. III. La pressione di un liquido omogeneo e 
pesante in equilibrio sopra di un piano eguaglia il 
peso di un prisma dello stesso fluido, che ha per base 
il piano c per altezza la distanza del suo centro di 
gravità dalla superficie di livello. 

Tel punto A preso ad arbitrio si meni il piano AC 
(fìg. 73’) inclinato comunque rispetto al piano orizzon- 
tale, c l'arca ABCDsidivida nelle strisce infinitamente 
sottili mediante lorettc ab, a'b' ,a"b" parali eie al pia- 
no orizzontale: dinotando con z , z, , le distanze 
dei centri di gravità di A ba , bb'a'a , b'b l 'a"a ’ ,... dal 
piano di livello MM' dclfluido, saranno rjPz , </Dr, , 
i/Di,,... le pressioni relative a questi punii; onde 
se i> , sono i simboli delle arce Abo , bb'a'a, 

b'b"a"a' in cui si è divisa l’area A15CD, le pres- 

sioni che esse sostengono sono 

ffD va ; »D ; gDz.v,;... 

Queste pressioni sono tutte parallelo fra loro , e 
quindi la loro risultante li si avrà dall' equazione 

H = jD (z« -t- r,»’, + la'vl - ■ • 

Ma se poniamo = Z la distanza del centro di gravità 
di AI1CI) dal piano di livello, ed =0 l'area di questa 
sezione si ha 

ZO = za -f- . 

Dunque sostituendo avremo 
(2) lI=gI)ZO 

come dovevasi dimostrare. 

Corollario /. Il valore di li è indipendente dall'an- 
golo che O fa col piano orizzontale ; ondo se il piano 
ADCD rota intorno al suo centro di gravità, qualun- 
que sia la posizione che prende rispetto all'orizzonte, 
la pressione clic sostiene è sempre la stessa. 

Corollario II. Sia O la superficie del fondo del re- 
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capiente Jel fluidu se a questo recipiente se ne sosti- 
tuisce un altro di diversa forma , finché il prodotto 
ZO rimane costante, comunque si accresca o dimi- 
nuisca la quantità del fluido, la pressione II riinane 
anch' essa costante. Questo fenomeno è conosciuto 
sotto il nome di paradosso idrostatico. 

Scolio. Il centro di pressione del piano ABCD é quel 
punto, pel quale passa la direzione di II. 

Prop. IV. Il centro di pressione di una superficie 
piana é sempre in una depressione maggiore di 
quella del suo centro di gravità. 

Pel centro di gravità G del piano AIICD meniamo 
una retta orizzontale OO : se «,«' sono due clementi 
infinitesimi dello parti OAO' , OCO', ed x , x' le loro 
distanze da OO', avremo 

</D2jck = 1/DS.t V . 

Sia r„ la minima distanza degli clementi » dalla su- 
perficie di livello, c z' 0 la massima distanza degli cle- 
menti »' dalia stessa superficie. Poiché r u >z’„, avre- 
mo evidentemente 


jD2 z a xv > jfDSiz’.xV; 
ed a maggior ragione 

<7D2zx»> i/D2z'x'»' 

dinotando z , t' lo distanze di una coppia di clementi 
qualunque a-,»' dalla superficie di livello. Ora gDlzxv 
é il momento risultante delle pressioni elementari 
di OAO' rispetto ad OO', e gDiz'x'»' è il momento ri- 
sultante delle pressioni di AC.V rispetto alla mede- 
sima retta. Dunque la pressione maggiore incontra 
il piano AIICD dalla parte di OAO', e perciò la pres- 
sione risultante passa per un punto di questa parte. 

Prop. V. Un liquido eterogeneo e pesante non. 
può essere in equilibrio se i suoi strati non sono ter- 
minali da piani orizzontali. 

Imperocché i piani che terminano i diversi strati 
debbono essere superficie di livello, essendo ciascuno 


si»- 3 



strato in equilibrio; e la superficie di livello in ogni 
liquido pesante equilibrato è un piano orizzontale. 

Corollario. Se a, a,, a,,.,, sono le altezze degli strali 
ehe compongono il liquido proposto; D , D, , le 

rispellive densità, sarà 

?> = p„ -I- ff(0« -H 1 1 ,a, -H n a <r a + . . . ) , 


la pressione relativa all’unità di superfìcie cbe so- 
stiene la base inferiore dell’ ultimo strato. Imperoc- 
ché la pressione cbe sostiene la base inferiore ili 
ciascuno strato é la risultante della pressione che so- 
stiene la superficie superiore e della pressione emer- 
gente dal peso dello stesso s\rato. 

Prop. VI. In due vasi comunicanti , ciascuno dei 
quali contiene un liquido pesante ed omogeneo, si 
ha l'equilibrio se lo altezze dei livelli dei due lìquidi 
sono reciprocamente proporzionali alle loro densità. 

Siano ABC, A’B'C' ( Dg. 74*) due recipienti, i quali 
comunichino fra loro per mezzo del canale CC', ed il 
liquido contenuto nell’ uno sia diverso dal liquido 
contenuto nell’ altro. Poiché questi due liquidi sono 
in equilibrio, la superficie di livello di ciascuno di 
essi deve essere un piano orizzontale; onde non solo 
AB , A'B' sono piani orizzontali, ma anche tale é la 
superficie che divide i due fluidi. Giù importa che uno 
dei due fluidi debba riempire interamente il canale di 
comunicazione, ed una parte più o meno grande del 
recipiente nel quale è compreso I’ altro fluido. Sup- 
poniamo che il piano di separazione sia GK: è chiaro 
che se questo piano tutto ad un tratto si soliditinasse, 
l’ equilibrio dei due liquidi reggerebbe tuttora. Me- 
niamo da un qualunque punto E di All la perpendi- 
colare EE' sul piano GF, e posta EE'=h, la pressio- 
ne che sul punto E' di questo piano esercita il fluido 
AFGB é data dalla equazione. 

p=p 0 + gWi. 

Cosi pure, ponendo =h‘ la perpendicolare condotta 
da un punto qualunque II di A'B' sullo stesso piano 

1S 



KG prolungalo, la pressione relativa all'unità di su- 
perficie, elle n questo piano trasmette il fluido A’FGCB’ 
si ha dalla equazione 

p'—p 0 -t-gT>'h'. 

Queste due pressioni debbono essere eguali fra loro, 
affinchè il fluido sia in equilibrio. Dunque si ha 
Dh = D'/i l , come dovevasi dimostrare. 

’ Corollario. Se i due fluidi sono della stessa densi- 
tà, per l'equilibrio richiedesi che i loro piani di li- 
vello siano ad eguali altezze sull'orizzonte. 


CAPITOLO II. 


Dell' equilibrio dei solidi immersi nei liquidi. 


Prop. I. Trovare lo risultanti di tutte le pressioni, 
che esercita un fluido pesante tanto parallelamente 
quanto perpendicolarmente alla verticale , sulla su- 
perfìcie di un solido in esso immerso. 

Il solido ABCD ( lig. 75") sia immerso in un liquido 
omogeneo c pesante, e vi si mantenga in equilibrio. 
Sulla superficie di questo solido prendasi una parti- 
cella infinitamente piccola MX, e per tulli i punti del 
suo contorno si tirino delle rette verticali , e si pro- 
lunghino sino a che incontrino la stessa superficie 
nella.parte opposta ; tutte queste rette disegneranno 
nel solido un prisma infinitamente sottile MNN'M'. 
Denominando p, , p, le pressioni relative all'unità di 
superficie, che si esercitano in MN , M'X' , e rappre- 
sentando con z , , le distanze dei centri di gravità 
di questi elementi superficiali dal piano di livello, 
avremo 


P.=Po+-!lVz. . P.=Po + r%, , 

essendo p 0 la pressione relativa all unila di supeficie 
che sostiene il piano di livello. Quindi gli elementi 
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superficiali MN , M'N' nelle direzioni delle loro nor- 
mali sono rispettivamente sollecitati dalle forze. 

p.MN =(p 0 -f-</Dz,)MN , 
j),M'N'=(p 0 -t- gDz,)M'N'. 

Siano *,*' gli angoli, clic le normali ad MN.M'N' 
formano con la verticale: moltiplicando quest' equa- 
zioni rispettivamente per cosa, cosa', avremo le com- 
ponenti di queste forze parallele alla verticale sud- 
detta. Ma i prodotti MN cosa , M'N' cosa' sono le pro- 
iezioni di MN , M'N' sull’ orizzonte , e quindi per la 
coslruziono precedente sono eguali fra loro. Dunque 
posta =» questa proiezione , troveremo per la risul- 
tante P delle due forze precedenti 

P= 3 D(:,--z I )»; 

Ora se lutto il solido ABCD si suppone specie in picco- 
li prismi della stessa specie di MN', la pressione che 
secondo la verticale sostiene ciascuno di essi sarà 
espressa da una forinola simile alla precedente. l.a 
somma di tutte questo pressioni ci darà la risul- 
tante delle pressioni verticali che il solido sostiene. 
Rappresentando con Z questa somma, avremo 

Z = gD2(z,— z,)«. 

Inoltre per tutti i punti di MN si tirino delle rette 
orizzontali e parallele, e si prolunghino sino a che 
incontrino dalla parte opposta la superficie del soli- 
do: si avrà in seguilo di questa costruzione un pris- 
ma orizzontalo MM"N 'N. Calcolando la differenza del- 
le pressioni che sostengono le sue basiMN,M"N" con 
la forinola precedentemente adoperala, la troveremo 
=0 qualunque sia la direzione dell’ asse di questo 
prisma. E siccome lo stesso risultato si troverà per 
gli altri prismi orizzontali che compongono l'intero 
solido, ne viene por conseguenza che la risultante 
delle pressioni orizzontali sarà nulla. 

Curollario I. Poiché S(r, — z,)* è il volume del so- 
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lido immerso, rappresentando questo volume per V 
avremo 

Z = ?DV. 

Vale a dire che la risultante delle pressioni, che un 
liquido omogeneo e pesanle esercita su di un solido 
in esso immerso, eguaglia il peso di un egual volume 
dello slesso liquido. 

Corollario II. Siccome r„ è sempre maggiore di 
cosi la pressione risultante sarà divelta di sotto in su. 

Prop. II. Il peso di un solido immerso in un liqui- 
do è diminuito del peso della quantità di liquido da 
esso spostato. 

Sia V, l'intero volume del solido immerso in parte 
nel liquido, D, la sua densità. Zi il suo peso: sarà 
evidentemente 


z,=</D,v, 

Essendo questo peso una for/.a applicata al centro di 
gravità del solido, che lo trae all' ingiù nella dire- 
zione della verticale, e Z una forza ad essa parallela 
che agisce nel verso opposto, sarà Z, — Z la forza, 
che veramente sollecita il solido nclladirezione della 
verticale, e che 6 il peso primitivo del solido dimi- 
nuito di quello del liquido da esso spostato. 

Corollario I. Se D,>D, non potendo essere V,<V, 
sarà Z, — Z>0. Quindi il solido discenderà sempre 
finché non s' imbatta in qualche ostacolo, che impe- 
disca il suo moto. Ove poi abbiasi D,c=D , il solido 
scenderà sino a che non risulti V,=V, vale adire sino 
a che non s'immerga lutto nel liquido. Come poi sarà 
avvenuta la sua letale immersione, sarà Z, — Z=0. 
Quindi se la velocità residua è aneli' essa =0, e la 
spinta del liquido passa pel centro di gravità del so- 
lido, questo si compone in equilibrio. Se lilialmente 
D, < D sarà Z, — Z<0 sino a clic 
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Quindi il solido salirà a galla nel liquido sino a die 
questa disuguaglianza non cessi, e non risulti 


V 


D,V. 

D 


Corollario IT. Quando D,>D, e si è compiuta la to- 
tale immersione del solido nel liquido, la forza acce- 
leratrice che Io trae in giù è 


Z,- 

D,V 




essendo V,=V. Quindi risulta 




dalla quale equazione si ottiene agevolmente 
2.D Z,D 

‘ Z Z, — Z« * 




rappresentando Z, la differenza tra Z, e Z ovvero il 
poso che ha il solido nel liquido. Se dunque un soli- 
do si pesa prima nel vuoto c poscia in un liquido di 
densità D,, la formola precedente darà il valore della 
sua densità. ■ 

Prop. III. Affinché un solido omogoneo galleggi in 
un liquido aneli’ esso omogeneo richfedesi clic il pe- 
so del solido eguagli il peso del fluido spostato, ed i 
loro valori di gravità si trovino nella stessa verticale. 

Le forze che agiscono sul solido sono parallele alla 
verticale e determinate daU’equazioni 


Z,=gD I V l , Z= S DV, 

la prima delle quali trae in giù il solido c I’ altra lo 
spinge in su. Applicando al centro di gravità G, del 
solido due forze eguali e contrarie, ed eguali e paral- 
lele a Z, I’ equilibrio non si altera. Ma tutte queste 
forze si riducono ad una risultante Z, — Z verticale ed 
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applicala al punto G,. e ad una coppia il cui momento 
è ZA, rappresentando h la perpendicolare condotta 
da Gì sulla direziono di GZ. Quindi per l'equilibrio 
richiedesi die sia 

Z,— Z=0 , Zli—O , 

ovveramenle 

Z,— Z=0 , h—0 , 

come doveva dimostrarsi. 

Corollario. Dunque per determinare la posizione 
di equilibrio di un solido in parte sommerso in un 
liquido basta di tagliare questo solido con un pia- 
no per maniera, che la congiungente del suo cen- 
tro di gravità con quello di uno dei due segmenti sia 
normale al piano segante, ed i volumi dei due seg- 
menti siano in un rapporto determinato. 

Prop. IV. Trovare la posizione di .equilibrio di un 
prisma triangolare retto, in parte immerso in un li- 
quido pesante, o con i suoi spigoli paralleli all’oriz 
zorfte. 

Poiché gli spigoli del prisma proposto sono paral- 
leli all’orizzonte, saranno anche paralleli alla super- 
ficie di livello del liquido. Quindi per la risoluzione 
del proposto problema basterà determinare l’ inter- 
sezione di una delle basi del prisma con la superfi- 
cie di livello. Sia dunque MM' (lig. 76*) l’ intersezio- 
ne di questa superficie con la base BAC del prisma, 
il cui lato BG sia tutto fuori del liquido. Essendo 
■{-AB . ACsen A , E AM . AM'sen A le aie dei due trian- 
goli ABC , MAM', e dovendo essere il peso dell’ uno 
eguale a quello di un triangolo di liquido eguale in 
superficie all' altro, sarà 

AM. AM' D 

(1> ab^g=d; 

la prima condizione dell'equilibrio del prisma. Inol- 
tre siano G.G, i centri di gravità dei triangoli ABC, 
AMM’. Congiunte le rette AG , AG, , e prolungandole 
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sino all 1 incontro delle rispettive basi dei triangoli in 
K ed H, si tirino le GG, , KH. Kssendo AG =z AK , 
AG,=f AH, sarà KH parallela a GG,; onde siccome 
questa retta devo essere perpendicolare alla slessa 
MM' poieh* ò la reità che unisce i due centri di gra- 
vità G , G, che sono in equilibrio cosi anche KH è per- 
pendicolare ad MN. Ma H è il punto medio di MM'. 
Dunque KM=KM'. ovvero l'altra condizione di equi- 
librio è di disporre il prisma in modo, che tirando 
il punto medio H di BC le KM, KM' ai punti M , M', 
dove la superfìcie di livello taglia i lati AB , AG, tali 
rette risultino eguali fra loro. 

Ctrollario I. Quando il prisma ha la posizione in- 
versa della precedente, per In prima condizione di 
equilibrio si ha 

BAC : BMM'C = D : I), , 

e conscguentemente 

BAC : MAM'=:D : D— D,. 

I.’ altra condizione è identica a quella dimostrata pre- 
cedentemente. 

Scolio. Sia AGBD (fig. 77*) la posizione di un gal- 
leggiante in equilibrio e simmetrico rispetto ad un 
piano verticale, HH' il piano di galleggiamento: i 
centri di gravità G' ,G del solido e del liquido spo- 
stato saranno nella stessa verticale CG’G. Se questo 
solido si rimuove dalla posizione di equilibrio e si 
dispone secondo A'C'B'D', la linea CG'G passerà in 
C'G'D'; e mentre G' seguirà ad essere il centro di 
gravità del galleggiante, G non sarà più il centro di 
gravità del Illùdo spostalo, ma bensì un altro punto 
6". Per questo punto si meni la verticale G"I ed in- 
contri la C'D' in I: il punto I è ciò che fu detto da 
Bouquet metacentro del galleggiante. 

Prop. V. L’equilibrio di un galleggiante è stabile 
od instabile secondo che il metacentro trovasi più 
alto o più basso rispetto al suo centro di gravità. 

Allorché il galleggiante dalla posizione di equili- 
brio AGBD si trasporla nella posizione A'C'B'D', il 
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suo peso continua a passare pel suo centro ili gravità 
G', ma la spinta del fluido passa pel punto G". Rap- 
presentiamo la prima di queste forze per P, la se- 
conda per 0- Applicando in G' due forze eguali e con- 
trarie fra loro, ed eguali e parallele a Q, iwrcmo che 
il centro di gravità G' del galleggiante è spinto se- 
condo la verticale da una forza P — Q. Questo solido 
stesso è poi spinto dalla coppia Q, — Q avente per 
braccio di leva la orizzontale compresa fra le verti- 
cali clic passano per G' , G" a rotare intorno ad un 
asse elevato dal punto G' perpendicolarmente al suo 
piano di simmetria. Ora è evidente che se Q incon- 
tra la C.'D' in un punto I superiore a G', cioè se il 
metacentro è al disopra del centro di gravità del gal- 
leggiante, la coppia in parola sviluppa in questo una 
rotazione che tende a ridurlo alla primitiva posizio- 
ne; e so poi l' incontro di Q con la stessa retta avvie- 
ne al di sotto di G', cioè se il metacentro è inferiore 
al centro di gravità, accade,precisamcnle il contrario. 

Scolio. Quando ii centro di gravità del galleggiante 
ed il suo metacentro si trovano ad eguali altezze, non 
è più possibile di decidere della stabilità od instabi- 
lità del suo equilibrio con la regola precedente, ma 
bisogna protederc altrimenti a risolvere la quislione 
proposta. 


CAPITOLO III. 

Dell' equilibrio dei fluidi elastici. 

* Pcop. I. Esprimere la pressione, che esercita un 
fluido elastico in funzione della sua densità e tem- 
peratura. 

L’ esperienza ha dimostrato che per ogni accresci- 
mento di un grado di temperatura noi termometro 
centigrado il volume W di un dato fluido clastico au- 
menta della quantità n\V, quando rimane costante la 
pressione. Il numero » è stato trovato da Gay-Lussac 
= 0,00375 per tutti i fluidi elastici. Quindi se una 
data massadi fluido clastico sottoposta ad una pres- 
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sione costante p acquista successivamente le tempe- 
rature centigrade i corrispondenti suoi volumi 
U , U' saranno dati dall' equazioni 

U=W(l + n$) 

U’=W(l-t-nV). 

Di qui risulta 

U : U'= 1 -p nA : 1 + nV. 

Supponiamo adesso che la pressione p, a cui soggia- 
ce li' si cangi in j»,, e che per conseguenza II' di- 
venti U,. Poiché per una legge verificata da Mariottk 
si ha 

U' : U,— P, : P » 
ne viene per conseguenza ohe 

U : U^p^l -|-nA) : -t- nV). 

Ma le densità sono in ragione inversa dei volumi; 
onde denominando D , TJ, le densità corrispondenti ai 
volumi U ,U, avremo 

D, ; D = p,(l-+-n>) ; f>( 1 -t-nV). 

Posto A'=0, sarà 

ed anche più semplicemente 

p = l)lc(i+nS) , 


ponendo = 

'■'t 

Prop. 11. Trovare le condizioni dell equilibrio di 
una colonna cilindrica di fluido elastico, supponendo 
che in tutti i suoi punti la temperatura abbia un co- 
stante valore. 

Sia ABCD ( fìg. 78*,) una colonna di fluido elastico 
in equilibrio; de , d'e' , d"c " dei piani vicinissimi, 
equidistanti fra loro e paralleli alla base AB; m il 
loro numero; x l'altezza di uno strato qualunque del 

19 
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fluido; Po , Pl , Pl ,..., P « le pressioni relative all unila 
di superlicie che si verilicano in DC,dc,d'c',...,AB. 
La pressione Pl è la somma della pressione Po e di 
quella che lo strato DdcC esercita su de, la quale 
pressione è eguale al peso dello stesso strato. Dunque 
se g dinota la graviti, D„ la densità di questo strato, 
la pressione dello strato suddetto riferita all'unità di 
superlicie si può esprimere per 


SlDo*= 


g x 


e per conseguenza ponendo 


_ g 
fc(l -4- n$) ’ 

sarà 

P,=Po(l + ■*)• 
Cosi pure dimostrasi essere 

?.=?,(* + »*)• 


Pm=pm- l (d -+-*»)■ 

Moltiplicando fra loro tutte quest' equazioni , e nella 
risultante equazione sopprimendo i fattori comuni 
ai due membri otterremo 


}i m = p 0 (l -4-al)"= P<1 (l4-«X)‘. 
Ora facciasi c verrà 


I * s 

p m = Pl [(l -t-(S)P] • 

Quando l converge al limite zero , anche fi converge 
allo stesso limite, e si ha 

t 

lim(d+^=2,71828 = e, 

dinotando e la base dei logaritmi iperbolici. Dun- 
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qui' la richiesta condizione di equilibrio è espressa 
dall' equazione 

«a 

Pm=/> 0 e 

Corollario. Prendendo i logaritmi, e restituendo ad 
» il suo valore viene 


C) 


g* 

fc(l-t-lià) 


logpm — l 0 gp o . 


Dunque se sono date le pressioni relative alle due 
basi del cilindro, mediante questa equazione se ne ha 
l'altezza z. 

Scolio. La superficie della terra come si sa è cir- 
condata da un inviluppo gassoso detto atmosfera ; e 
la pressione di ogni punto della stessa è misurata dal- 
l'altezza, alla quale ascende il mercurio nel barome- 
tro trasportato in quel punto o stazione come suol 
dirsi. 

Prop. 111. Modificare l'equazione (1) per modo che 
diventi utile a calcolare 1' altezza di una stazione sul 
livello del mare. 

Siano h m , h a le altezze del mercurio nel barome- 
tro corrispondenti alle pressioni p m ,p 0 . la prima 
delle quali supporremo riferirsi a) livello del mare, 
e l'altra alla stazione, di cui cercasi l’altezza i; D*.,D a 
le densità del mercurio nelle dette stazioni e sarà 


Pm — ghfnDin , p 0 — gh 0 D tì . 

Ma se T m , T„ sono le temperature del mercurio nelle 
stesse stazioni si ha 


onde 


n ”* D »-' i+ Ìó : 1 + TÈò ; 
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Inoltre la temperatura ■'> dell'aria nelle due stazioni 
non è costante. Siccome perula temperatura dell’al- 
mosfera subisce piccole variazioni quando si tratta 
di elevazioni di una discreta grandezza, cosi non ci 
dilungheremo molto dal vero ponendo per ■» il medio 
aritmetico delle due temperature $ m , ■>„ corrispon- 
denti alle due stazioni. Se dunque per brevità si pone 


■la 2- 

5550 


la (1) si traduce in 


s “K 1 + n ì ^)[ io Kfe) + |ob - "] ■ 


La quantità i* può ordinariamente essere sostituita 
dall'unità. Dunque se ai logaritmi iperbolici si vo- 
gliono sostituire gli ordinari , questa equazione si 
muta in 



I -t- « 


<2 



essendo M il modulo il cui valore è 0,434295. 

■Scolio. Questa équazione non dà che un valor» ap- 
prossimato di z, poiché la gravità si fi supposta co- 
stante nelle due stazioni, e non modificata dalla lati- 
tudine delle medesime. Ma ne' casi ordinari può ado- 
perarsi senza tema di gravi errori. 11 coefficiente — — 

Mg 

fi stato calcolato dal Ramond e trovalo eguale a 18393”* 


CSX2 
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LIBRO QUARTO 


IDROMECCANICA 


CAPITOLO UNICO 

Dell' efflusso di un liquido pesante per un foro 
orizzontale. 

Dicesi lineare il movimento di un fluido qualunque 
quando tutli i punti di ciascuna sua sezione perpen- 
dicolare ad una data linea si movono con eguali ve- 
locità e soggiacciono ad eguali pressioni. Nell' ef- 
flusso di un liquido pesante per un foro orizzontalo 
questa linea, che dicesi direttrice del moto, è la ver- 
ticale. 

Prop. I. Nel moto lineare di un liquido omogeneo 
la velocità di ciascuna sezione perpendicolare alla 
direttrice ò inversamente proporzionale all'arca del- 
la sezione stessa. 

Sia ABCD ( fig. 79”) la massa fluida in movimento; 
MM' la direttrice del molo; he , b'c' due sezioni per- 
pendicolari ad MM': se v , v' sono le velocità di co- 
leste sezioni, c r il tempo infinitesimo nel quale bc 
passa in ad, e b'c' in a'd ' , avremo fe=v.t , fe' = v'. r. 
Il volume del liquido che passa per bc nel tempusco- 
lo r sarà fe.bc=zv.r.bc , e quello del liquido che nello 
stesso tempo passa per b'c' sarà fe'.b'c' ovveramen- 
te n'.T.b'c'. Ma attesa la incompressibilità ed unifor- 
me densità del liquido questi due volumi debbono es- 
sere eguali fra loro: onde risulta 

v.bc=v'.b'c'. 

Prop. 11. Trovare la velocità dell'efflusso di un li- 
quido pesante ed omogeneo per un foro orizzontale, 
supponendo che il suo moto sia permanente ed il li- 
vello si mantenga ad una costante altezza. 
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Sia AabB (fìg. 80*) il recipiente del liquido; AB la 
superficie di livello ; ab la luce o foro orizzontale 
per cui avviene l'efflusso; e supponiamo che nel tem- 
puscolo r la AB si abbassi in A'B', ed il liquido sgor- 
gato per ab sia la colonna cilindrica aa'b'ù. La massa 
AabB è composta delle due parti AA'B'B , A'abB'. 
Poniamo =tn la prima di queste masse, e la sua ve- 
locità nell’ origine del moto sia v 0 ; e poniamo =(* la 
massa di uno strato qualunque di A'abB' compreso 
fra due piani orizzontali infinitamente vicini, e thè 
la sua velocità nell’origine del molo sia U: è eviden- 
te che la forza viva di tutta la massa liquida nell' ori- 
gine del moto sarà 

me 0 *-f-S^U*. 

Similmente la massa A'a'b'B' si compone delle due 
parli A'abB' , aa'b'b — AA'B'B; onde se dinosliamo 
con v la velocità di aa'b'b alla fine del tempo r, la 
forza viva di tutta la massa fluida alla fine del dello 
tempuscolo sarà 

me* 4- IpU* , 

poiché in A'abB' nulla si é cangialo. Dunque il gua- 
dagno della forza viva avvenuto nel tempuscolo r è 
m(v’ — v *). Inoltre siano z a ,z le altezza dei centri di 
gravità di AA'B'B, aa'b'b sull’orizzonte, e l quella di 
l»; ed é chiaro che il lavoro dinamico prodotto dalla 
gravità nel tempuscolo r sarà 

4- 5f*{) -(»«-+- Spt)]g = -)■ 

Resta a trovare il lavoro dinamico delle pressioni 
che sostengono le superfìcie AB , ab. Se p„ ,p sono le 
corrispondenti pressioni relative alt' unità superfi- 
ciali, le forze motrici di AB, ab sono rispettivamente 
p 0 .AB, p.ab. Moltiplicando la prima di queste forze 
motrici per fé, e l'altra per fc‘, ed osservendo che p 
è rivolta in verso opposto di p a , sarà 
p„ . AB .fe — p . ab . fc' 
il richiesto lavoro dinamico. Ma 

AB .fe—ab.fe'—m. 

Dunque il lavoro dinamico delle pressioni è >n(p 0 — p )/ 
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Ora se al caso presente si applica ciò che si è dimo- 
strato nella pag. 148 della Dinamica avremo 

i»(t>* — — z) + 2 m (p 0 — p) . 

Dividendo questa equazione per »n, ed osservando che 
se poniamo AB=S , ah — s, si ha per la precedente 
proposizione 



si ottiene 

( 1 ) = P 

ove H = z 0 — i. • 

Corollario I. Se l'efflusso avviene nell’aria libera 
e sotto la pressione atmosferica può supporsi p=p„, 
e ricavando » avremo 



Questa equazione dimostra che quando l'efflusso av- 
viene nell'aria libera e sotto la pressione atmosferi- 
ca la velocità cresce secondo che cresce l’altezza del 
livello e l'ampiezza del foro. Se poi questo è mollo 
piccolo rispetto alla superficie di livello si ha 

« = |/ 23 ll 

che è la forinola dovuta a Torricelli. 

Corollario II. Se l'efflusso non avviene nell’aria 
libera ma in un altro recipiente, nel quale l’altezza 
del fluido al di sopra di ab, è h risulta dalla (1) 

«=1/23(11— h ). 

Imperocché in questo caso la pressione su di ab egua- 
glia la somma di p e del peso della colonna aquea 
che ha per altezza h; onde siccome p=p 0 cosi si ot- 
tiene per v questo valore. 


i* 
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Prop. III. Trovare la porlata della luce, ovvero la 
quantità di liquido clic esce dal foro ab in un dato 
tempo l. 

I.a portala richiesta è un cilindro di liquido, la cui 
base è l’area ab del foro, che porremo —il , e rat- 
tezza è lo spazio dovuto alla velocità v nel tempo t. 
Quindi siccome questa velocità è costante, sarà ni il 
detto spazio; e denominando Q la portala della luce 
avremo 

Q =llvt—Slt l/2gH 0 

Scolio I. La formolo precedente suppone che la 
vena fluida nell' atto dello sbocco non soffra alcun 
restringimento, e che invece riempia interamente la 
luce. Ma nel fatto ciò non avvieni}. Imperocché quan- 
do le molecole fluide son pervenute ad una certa di- 
stanza dal foro, convergono rapidamente verso di es- 
so formando una specie d’ imbuto del tutto staccalo 
dall'orlo del foro medesimo, il quale continua a re- 
stringersi anche un pò fuori di questo. Per conse- 
guenza la vera portata che corrisponde al tempusco- 
lo r non è più illJr, ma il prodotto di Ur per l'aia 
della sezione minima del detto imbuto o conoide che 
vogliam dire. Delirate spcrienze , specialmente in 
questi ultimi tempi, si sono inslituile per determi- 
nare il rapporto fra il c la detta minima sezione della 
rena contratta. Oggi in seguito delle ricerche fatte 
su questo argomento da Poncelet e I.f.sbros dal 1827 
sino al ]828,econtinuate da quest'ultimo sino al 1834, 
si ritiene che in quantità media la sezione minima del- 
la vena contralta i 0,64 di il, e quindi la portata vera 
ò aneli' essa 0,64 della portata che porge la formula 
precedente. 

Scolio lì. La rapida convergenza delle molecole 
fluide verso l'orifìzio produce una specie di piccolo 
cozzo fra loro, il che altera anche il valore teorico 
di U. Ma nella pratica può prescindersi da questa 
circostanza senza pericolo d'incorrere in gravi er- 
rori sulla valutazione della portata. 

FINE 
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